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PREFACIO 
DA EDIÇÃO EM PORTUGUÉS 


Este Compêndio contém mais de 3000 problemas escolhidos 
sistemeticamente de análise matemática e foi escrito para os estu- 
dantes das escolas técnicas superiores da URSS, para o curso normal 
de matemática superior. Dedica-se especial atenção aos capítulos do 
curso que exigem maior prática (determinação de limites, técnica de 
diferenciação de funções, construção de gráficos das funções, inte- 
gração das funções, resolução de equações diferenciais, etc.), Foram 
dadas as bases importantes para a prática dos cálculos aproximados. 

Os parágrafos do Compêndio contêm pequenas introduções teó- 
ticas e explanação das fórmulas. No entanto, pressupõe-se que estu- 
dante tenha assistido às aulas correspondentes do curso de análise 
matemática e, assim, as formulações apresentadas dos teoremas 
têm apenas caráter de trabalho. Por isso, em muitos casos, as con- 
dições de demonstração não são apresentadas por completo. 

No Compêndio são dados exemplos de soluções de problemas 
típicos Esta circunstância permite que os estudantes de cursos 
noturnos ou de cursos vagos, bem como pessoas que estudam inde- 
pendentemente, utilizam mais plenamente o presente Compêndio. 

Todos os problemas têm respostas; aqueles que são marcadas 
рог asterisco (*) ou duplo asterisco(**) possuem, na parte das res- 
pue breves indicações para a sua solução ou a sua solução. Para 

lustração, parte dos problemas possuem gráficos ou figuras. 

Este Compêndio foi composto por um grupo de professores e 
catedráticos de escolas técnicas superiores de Moscou e é o resultado 
dos cursos de matemática superior por cles ministrados. Na União 
Soviética o Compéndio já viu sua 9º edição e foi traduzido para varias 
linguas (inglês, francês, espanhol, italiano, etc. 

"Vamos esperar que a tradução para o portugués do presente Com- 
Pêndio permita a seus leitores terem uma idéia sobre o curso de 
análisematemática nas Escolas Técnicas Superiores da União Soviética. 


Os autores 


Moscou, 14 de abril de 1975 


Capítulo 1 
INTRODUÇÃO À ANÁLISE 


$ 1. Noção de função 


|”. Números reais. Os números racionais e irracionais levam о nome de reais 
Chamase grandeza absoluta do número real a o número não negativo [a |, determi- 
“nado pelas condições: |а| — a, se a20, е |а| = —a, se a< 0. Para quaisquer 
números reais a e b é justa a desigualdade 

Та Ба 161 


2º, Determinação da função. Se а cada valore) da grandeza variável x, 
а um certo conjunto E, corresponde um e somente um valor final da grandeza у, 
Então у é chamado de função (uniforme) de л, ou de varideel dependent, 
determinada no conjunto E: x chama-se argumento, ош variável independente. 
À circunstância de que y é função de x, é expresen abreviadamente pelas fórmulas. 
p= [0) ou y = Fls), cte. 

Se а cada valor de x, pertencente a um certo conjunto Æ, corresponde um ou 
“vários valores da grandeza variável y, então y é chamada de função múltipla de 
X determinada mo conjunto E. Daqui para diante por func” entenderemos 
apenas funções uniformes, caso ndo se mencione o cont 

3º, Campo de existência da função. O conjunto de valores de x, para os quais 
амы. fango é determinada, chama-se campo de existéncia ou campo de definição 
desta fangao. 

E Gasos muito simples, o campo de existência da função é: ou о segmento 

| [m Bl to é o conjunto de números reais s, que satisfazem as desigualdades 
EX, оп o intervalo (a, B), isto d, о conjunto de números reais a, que satisfazem 
| asdesigialdadesa < x < b. Porém é possível, também, uma estrutura mais complexa 

| no campo de existência da função (ver, por ex, o problema 21). 

_ Exemplo 1. Determinar o campo de existência da função 


> 


Solução. A função será definida, se 
*—-1>0 
listo é, se | # | > L Desta forma, o campo de existência da função é o conjunto de 
dois intervalos: — cn cx < —le 1< ¥< + о. 
4º. Funções inversas. Se para todos os y que são valores da função f(x), а equa- 
ção y = f(x) tem resolução única em relação à variável x, isto é, se existe uma fun- 


Daqui para diante todos os valores estimados das granderas serão tidos como 
reais, caso não se mencione o contrário. 
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Mon = гө), Tal, que зза STA, dio, a feng سام‎ pio), Gu nas india invada 
Уер. см inversa em relação a y = (2). E-evidente, que gi/(3)] = ж, isto 
ба e viz) sto recignacamere йен. 
"No geral, а equação у = Да) determina a função múltipla inversa x = 7-3), 
tob que Ус УД ЫЙ рма dos os у que sio valores da tango Jo) 
метро 2. Determinar a inverra da função 


елт", o 
Solução, Resolvendo a equação (1) em relação a (s), teremos: 
e EXA a 


ГИ 

О campo de determinação da função () seri, evidentemente, о seguinte: 
ЕСЕГЕ 

3*. Funções compostas e implícitas, A função y de ж, dada por uma cadeia de 
igualdades у = f(u), onde м = p(s) (ш; 6 determinada rara todos os valores w 
que sio valores-de (а), ete, chama-se zomposía ou função da função, 

А função dada por uma equação, que айо é resolvida em relação a uma variável 
dependente, é chamada de implícita. Por exemplo, a equação 2º + 33 = 1 determina 
y como função implicita de 7. 
хоу йкы здө gráfica da fumo, O conjunto de pontos (x, y) de um plano 
XOY, cojen coordena: igadas à equação y —/(1), 6 chamado de gráfico 


1.** Demonstrar que se а e b são números reais, então 
lat—lbllela— 2|< [а 01. 

2. Demonstrar as seguintes igualdades: 

a) lal =al- Jbl; c) 


b) |a|? = а; d) 
3. Resolver as desigualdades: 
a)|x—i|« e lar 1| «1; 
Dlx+1]>2; d)|x—1|«|x- 1]. 

+ S ACE HD AO) ЛЮ, f), ЛЗ), Л), se Дх) = à — Gt 4 
5 Achar Jt, /|— +], Л—з),/(1], ку, зе ДӘ) ЁГЕ. 


6. Seja f(x) = arccos (lg 1) Achar / (5). Ж), Д1). 
TA função A(x) é linear. Ackar esta função, se f(—1)—2 e 


8. Achar uma função racional inteira f(x) de segundo grau, se 
1, f(1) =0 © G) 

9. Sabe-se que (4) = — 2, /(5) = 6. Achar o valor aproximado 

de / (4,3), considerando que a função f(x) no segmento 4<x<5 é 

linear (interpolação linear da função) 


) 18 х = logs 3, como sempre, significa o logaritmo decimal do número x- 
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10. Escrever а função 
(0, se x<0, 

B ло f se х>0, 

deme de uma fórmula, utilizando o sinal de grandeza absoluta. 

(^ Determinar o campo de existência das funções: 

* 


п. а) y -Yxt i; b) y Vx 1. 


21. y = [sen 2. 
22. Seja f(x) = 214 
т) = 2188) + Ma е фа) = 


3x" — Sa? + бх — 10, Achar 


23. A função /(x), determinada no campo simétrico 
< x <l, chama-se par, se /(—x) = f(x), e impar, se /(—x) 


Verificar quais das funções dacas são pares e quais são ímpares: 
1 


a) Ла) = (8 + a7); 

3) Ди) 5 lx рар 
<) Дх) =F (e 0-0 (e 2; 

4) Л) = 1*5; 


€) Да) = lex + VTE x5. 
24*. Demonstrar que qualquer função /(x), determinada no inter- 
valo — 1< x< l, pode ser apresentada como a soma de funções раг 
e impar. 
25. Demonstrar que o produto de duas funções pares ou duas 
funções impares é igual a uma função par e o produto de uma função 
, Par por uma função impar é igual а uma função ímpar. 


} (Período da função ) tal, que f(x + T) 
le x, АРн И. pou existência da função f(x). 


|. 
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Determinar quais das funções abaixo enumeradas são periódicas 
e achar, para as funções periódicas, o período mínimo de seus Т: 
а) (x) = 10 sen 3x; 
b) f(x) = a sen àx + b cos Ах; 
9) а) = VEs; 


27. Exprimir o comprimento do segmento у = MN e a área S 
da figura AMN como função de ж = AM (fig. 1). Construir o gráfico 
destas funções. 


FIG. 1 


28. A densidade linear (isto é, a massa da unidade de comprimen- 
to) da barra АВ = 1 (fig. 2) nos intervalos AC = 4, CD = h e DB = 
= ый + la + la = 1) É igual, correspondentemente, a q,, фа, ds. Expri- 
mir a massa m do intervalo variável AM = x desta como 
função de x. Construir o gráfico desta função. 


da £ 
A, 


FIG. 2 


29. Achar ф[ф(х)] e Hp(x)), se ф(х) = л? e ф(х) = 2º. 
30. Achar SA) se Дх) => 
31. Achar f(x + 1), se /(x — 1) 


32. Seja f(n) a soma de » termos de uma progressão aritmética. 
Demonstrar que 


Jin + 3) — За + 2) + fin + 1) — fn) = 0. 


n 


== 
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33. Demonstrar que se 
fi) = hx +b 


є os números ху, x, ху formam uma progressão aritmética, então, 
os números f(x), f(x) e /(ха), também, formam uma progressão 
aritmética. 

34. Demonstrar que se f(x) é uma função exponencial, isto €, 
Дх) = 2 (a > 0) e os números хр, x, е ху formam uma progressão 
“aritmética, então, os números f(x1), /(¥a) ¢ f(x) formam uma progres- 


são geométrica. 
35. Seja 
Ла) = git. 
Demonstrar que 
f) +70) I]: 


36. Seja (a) — (а* + a7) е 0 
. Demonstrar que 


(a — а). 


ala + у) = ela) aly) + (3) ФСУ) 


lx + y) = olx) 90) + (5) .)ل‎ 
37. Achar /(—1), /(0), ЛІ), se 


arcsen x quando —1 < x<0, 
Л) = [ааа x quando 0 < # < +o. 


e 


38. Determinar as raízes (zeros), os campos positivos e os campos 
negativos da função y, se: 


Бо тА; ET quere 
بوا‎ шул». 
€)y»—1—zx- а; ) xx 
39. Achar a inversa para a função y, se: 
B у=2»-+ 3; A el 
ipm ig 


)y=(T=3;  9»-actgie 


Em que campos serão definidas estas funções inversas? 
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40. Achar a função inversa de 
e ал40, 
Yes е x0. 
41, Escrever os dados das funções em forma de igualdades, sendo 
jue cada membro deve conter uma função elementar bem simples 
nes potência, exponencial, trigonométrica, etc.): 
а) ر‎ = e-5 с)у= +; 
d) у = arcsen (3- *). 
42. Escrever as funções compostas, dadas em formas de igualdades, 
como uma só igualdade: 
а) у= из, и = sen 
b) y=arctgu, u= [т v= lgx; 


2u, se и 0, 
93 =o, e u>0; 


“u= 


43. Escrever de forma explícita as funções y, dadas pelas equa- 
ções: 
а) xl — arccos y 
b) 10* + 10 = 10; 
e) x+ |y|= 2y. 
Achar os campos de definição de dadas funções implicit 


$2. Gráficos de funções elementares 


A construção de gráficos das funções y — f(s) é feita, no fundamental, através 
da marcação de uma rede, suficientemente densa, de ponios Miis Xj. onde y(— 
= firj) = 0.1, 2, -.), e pela união destes iitimos pol uma linke, cujo carbtor Aavo 
Considerar a posição don pontos intermediários. Para as operações recomenda-se uti. 
rar uma régua de cálculo. 

A сооро de gráficos facilita o estudo das curvas das funções elementares 
fundamentais (ver o anexo VI). Partindo de gráfico 

ул ©) 

é através de construções geométricas simples, teremos os gráficos das funções: 
1) yı 0)  — representação simétrica do gráfico G em relação ao ĉixo ОХ; 
2) Ya = f(a) — representação simétrica do gráfico © em relação ao eixo ОУ; 
3) ya = flx — 4) — gráfico G, deslocado ao longo do eixo ОК no valor a; 
3) э = b + Да) — gráfico G, deslocado ao longo do eixo OY no valor b (lig. 3) 
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F 


Solução. A linha procurada é a sinusóide y = sen я, deslocada, so longo do eixo 
, para a direita, no valor 5 (fig. 4. 


у=) 


FIG. 4 


Construir os gráficos das funções lineares (linhas retas) : 
44. у= hx, se k=0,1,2,7, —1,—. 


45. y=x+b зе b=0,1,2— 
46. y = 15а +2. 


2—35 
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Construir os gráficos de funções racionais de valor inteiro de 2º 
grau (parábolas ): 
47. у= аў, se а= 1,2,1 o 


48. 
49. у= (x— xg se = 0,1,2, —1. 
Yo + (x — 1)*, se yo = 0, 1,2, 
a? + bx + e, зе: ad, b 
—2, b=6, с=0. 
52. y = 2 + x — x*. Encontrar o ponto de interseção desta pa- 
rábola com o eixo ОХ. 
Construir os gráficos de funções racionais de valor inteiro de grau 


superior ao segundo: 
539. y = a? (parábola cúbica). 54. y= 2 + (x — 1% 
S—3x4 2 56. y = ж. 


a 
Construir os gráficos das funções racionais fracionárias: 
1 E 
б. уезі. و‎ 
Pico * з, "n 


65%. y 66. 


67%. y (curva de Agnesi). 


(serpentina de Newton ). 


s 
КЕП 
1 

©. y=2+5 


m. у= pi (tridente de Newton). 
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Construir os gráficos das funções irracionai 

zi. у= 72%. у= х. 
Y (parábola de Neil) 

= + xx (parábola semicübica ). 

= (elipse). 

(hipérbole). 


Construir os gráficos das funções trigonométricas: 


80*. y = sen x. Bl*. y = cos x 
82°. y = tg x. ctg x. 
Bát y — seca cosec x. 


86. у= A sen x, se A 


87%. y = sen nx, se n= 1, 2, 


88. y= ѕеп(х — q), se p=0, 
89*. y — 5 sen (2 — 3). 
90*. y = a sen x + bcos x, se 


91. y= sen x + cos x. 
93%. у = x + sen x. 94. y = x sen x. 

95. y= tex. 96. y = 1 — 2 cos v 

97. y-sns—lsn3e — 98. y= cos x+ $ cos2r. 


99%, y = cos. 100. y =+/senx 
Construir os gráficos das funções exponenciais e Jogaritmicas: 
101°. y = а", se a = e (e = 2,718...) 


102°. y = logs, se a = 10, 2,1, e. 
103*. y — senh x, onde senh x ie- e. 


* Ver mais detalhadamente sobre o número е na pág. 23. 
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104º. y = cosh x, onde cosh x = i (ten. 


105*. y = tgh x, onde tgh х = 


[x 


106. 

107*. 7" (curva das probabilidades). 

108. 109. y = lg x 

110. 11. y = le(lg x). 

112. 113. уе +. 

14. y—lg(—3). 115. y = loga(1 + 2). 

116. y= lg (cosx). 17. y—2*senx. 

Construir os gráficos das funções trigonométricas inversas: 
118°. y = arcsen x. 119º. y = arccos x. 


120º. y = arctg x. 121º. y = arcetg x. 


122. y = arcsen i. 123. y= arccos + 
124. y= x + arcctg x. 

Construir os gráficos das funções: 

125. у= |а| 126. у ioc. 


127. а) y=x| xl; b) y= logy] l 
128. a) y —sen x + |sen x|; b) y= sen x — |sen x]. 
3— а? quando | x|«1; 
13. у=}; 
ipo quando [x|>1 
130. a) y —[x], b) y = x — [x], onde [x] é a parte inteira do 
número x, isi 3 o número inteiro máximo, menor ou igual a x. 
Construir os gráficos das funções no sistema polar de coordenadas 
(r, #) (720) 
131. 7 (circunferência ). 
1325. r =$ (espiral de Arquimedes ) 


133*. r = е (espiral logarítmica). 
134*. r = 2 (espiral hiperbólica). 


H 
135. › = 2 cos o. (circunferência). 


12. GRÁFICOS DE FUNÇÕES ELEMENTARES a 


Я "=. (tinha reta). 

r= sect Ê (parábola). 

= 10 sen Зе (rosa de trés pétalas). 

r = a(l + cos 9) (a > 0) (cardidide). 

. ric a? cos 2ф(а > 0) (lemniscata). 

truir os gráficos das fungdes dadas parametricamente: 
ж = 8, y=! (parábola semicúbica). 
x= 10 cost, y — sen 2 (elipse). 

н. ж = 10 cosi, y = 10 sen? f. (astróide). 

*. x= a(cost + t sen f), y = a(sen t — f cos 4) (desenvolei 


E EJ 
Ae тук (folha de Descartes). 


Taube >= үйр Gencreunfaineia). 


447. «= 2 + 2, у= 2 — 2“ (ramo da hipérbole). 
| x= 2соё1, y = 2 sentt (segmento da reta). 
z= f, ceo. 
. x = a(2 cost — cos 2), y = а2 sen! — sen 24) (cardióide). 


os gráficos das funções dadas implicitamente: 


. xy = 12 (hipérbole). 


o ч 
Be o = бшш). 


155, y? = (100 — 3°). 


xp ر‎ =a (astróide). 
ж = cosy. 


157°. х + y — 10у. 


үз у (espiral logarítmica). 

a аэ + y! — Злу = 0 (folha de Descartes). 
Compor a fórmula de passagem da escala Celsius (C) para 
Fahrenheit (F), sabendo-se que O'C corresponde à 32 F e 
correspondem a 212ºF. Construir o gráfico ca função obtida. 
lo de base ò= 10 e altura h = 6 está inscrito 


13 Loures a 


= carrer 1 тнткоролө A aus 
53 Limites 
Tr Limite de sucessão. O número а denomina-se limite da sucesso xy жь 


DR so ss mms vom 
[EL су 
ODE 


dim 29 + 
СЕТЕ 
Solução. Consideramos а diferença. 


ma E E ыал ШУ 
un r1 
163. No triângulo ACB o lado BC = a, o lado AC =b e o EET eT 
ángulo variável 2 ACB = x (fig. 6) P —€— | <e 
"1 EXT 
e 
RD O ÓN a 
Г = 


Desta forma, para cada número positivo e há um número N — Û — 1 tal, que 
terk logar а desigualdade (2). Consequentemente, o número 2 será o limite da sucessão 
Sa en Dll +, D. isto é a fórmula (1) é correta 


EE agit Uo л, quiso къо a 
E sl Fes А dol E x E 


lim fis) = 4 


separa qualquer £> 0 existe um número 8 = д) > 0 tal, que 
0) A] <. sendo 0<|x—a| <a. 


Exprimir у = área A4 BC como função de x. Construir o gráfico desta Por analogia, 

função e achar seu valor máximo. dim (8) = 4. a 
164. Resolver graficamente as equações Me Ito) — 4] < e sendo l> мы. 
а) 251—358 +2=0; — d 10%=x; Utiliza-se, também. a anotação convencional 
b) +x =0; €) x= 1 + 0,5 sen x; dim fla) = oo, 


¢ lgx=0,1%; 0 сах O< «< 
165. Resolver graficamente os sistemas de equações: 
a) xy = 10, x+y = 
Y) xy — 6, 24-5? = 13; 
9 жя +у4, 992 
d) at + y= 10, ху 
e) y=sen x, y=cosx (0 < ж < 2n). 


isso quer diser, que [/()] > E, sendo O < |x — a| < BE), onde E é um nimero 
arbitrário positivo. 

LT Limites laterals. Se ¥ < а е x x a, então, convencionalmente, escreve-se 
БГ бро analoga, se x > a e x > a, expreso da seguinte forma: x + a + 0. 


Ja- 0) = lim fi) e fiato = Жа fa) 


a respectivamente, limite à esquerda da função f(x) no ponto a, e limite 
сша da função f(x) no ponto а (se estes números existirem). 


E CAPITULO 1. INTRODUÇÃO À ANALISE 


Para а exfténda do limite da fonção Л), sendo x e a, é necessário o suficiente 
que exista a igualdade 
Ila — 0) = fia + 0). 
Se existem os En fia) e lim fala), então existirão os seguintes teoremas: 
Li imt + тл (я) + Um AU): 
2 Бо a fala) = dm AD "lim An; 


Э) nU IG = tim fim fla) (lima fa 0). 


i = 


Os seguintes limites são de uso frequent. 


m" 


1 


jm (1+ E] =m + at 0207182. 


Exemplo 2. Achar os limites à direita e A esquerda da função 


LL 
quando «+ 0 
Solução. Temos: 
f+ = lim 
E 


Neste caso, o limite da função f(s), quando x + 0, evidentemente, ndo existe, 


66. Demonstrar que quando # + c0 o limite da sucessão 
Yt 1 


é igual a zero. Para que m de n será válida a desigualdade: 
é j<: 

(e é um número positivo arbitrário)? 

uera numérico, se: a) e= 0,1; b) e= 0,01; c) e= 
167. Demonstrar que o limite da sucessáo, 


ттт ("02 
quando # oo, é igual a 1. Para que valores de n>N será válida 
а desigualdade 
Iz — 11e 
(e é um 'número positivo arbitrário)? 
Achar N, se: a) e= 0,1; b) e= 0,01; с) e = 0,001. 


13 mres 


168. Demonstrar que 


lim at = 
um dado número positivo e, um outro nú- 


Como escolh 
его positivo SE SRA de forma que a Wesen 
\х—2|<з 
desigualdad 
qe. Ё l4] <e? 


qr 
"Calcular 8, se: = 0,1; b) e = 001; c) e = 0,001. 
^ 169. Esclarecer E “sentido ме das anotações convencionais: 


a) limlgs=—00; b) lim 2% = +o; єс) lim Дз) =. 


170. Achar os limites das sucessões: 


[A72 ша CEBELA e+, 


143124 T4. ET ES _ 
a+1 


E 
179. lim(/ » + 1— y»). 180. lim 


calcularse o айе da rato de dois intros em relação а x. 
mereri dividir previamente em 4" ambos os membros da razão, onde 


"fido pode er empregado, também, em muitos casos para frações, que 
irraconais. 


DES 


26 
Exemplo 2. 
lim 
181. lim +., 
SEE 
185. 
187. 


189. lim 


da fração racional 


é encontrado diretamente 


Mas, se Pla) = Ф(8) = 0, então, recomenda-se simplificar a tração AM 
uma ou mais vezes, pelo binômio x — а. 


Exemplo 3. 


193. lim 


EEN 
195. lim ED +2 


197. lim EY" 


эю СА 
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188. lim Ê. 


see OF рт 
190. lim 


mre РУГЕ 


Se Pla) e Qla) são polinômios inteiros e Pia) 4 0 ou 004) 40, então, o límite 


Ра 


i QU) 


26423 4 
2 aa 
192. lim 
194. lim Ed. 


196. lim 


198. lim (— 


ыл 
sa Lures E) 
As expressões irracionais se reduzem, em muitos casos, à forma racional através 
da introdução de uma nova variável, 
Exemplo 4. Achar 


=l qm PELA 
уз y+ 


Outro método, através do cual pode-se excontrar o limite, a partir de uma expres- 
“são irracional, é o transporte da parte irracional do numerador para о denominador, 
оа ao contrário, do denominador para o numerador. 


Estação 5. 
=н کے‎ ea 
s (s— a) (Уз + Vo) 
1 1 

e‏ ےی کے 

Ama ott 


m гер 
im 3—/5€* 
206. im тузу 
5 208. tim VEG 
mA 
ii 
s 20. 
211. lim (Vx F a — Va). 212. lim[Vx(x F a) — х]. 
E € 
213. lim (/ 33 — 3x F6 


214. lim a(/ Fi — 215. lim (x+ 


=» 
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Em muitos casos, ao calcularmos os limites, utilizamos a fórmula 
tim Sh 


a pressupõe-se que lim ser s — sen a e lim cos x — cos a sejam conhecidos, 


sen Se 

ISI 
217. lim 2232. 
218. lim 75. 


220. lim зеп”). 


227. a) lim x sen 3; 


b) lim xsen 1. 


229. lim ctg 2x ctg 


2c 


аон os limites do tipo 
мыры! = с, o 
onde 909) é positivo nos entornos do ponto a(x £ a), temos que considerar: 
1) Se existem os limites finitos 
Jim pla) = e lim go) = B, 
então C — 40: 
2) зе шеф) = 4 1 о lim Wa) = B, onde OG Aco, — o < н< +: 
então, o clicalo do limite (3) 6 feito diretamente; 
3) е Бае) = 1 е о limpi) о, entao, presupüese g(r) = 1+ =). 


“ende a(s) 20. quando x —» а €, consequentemente, 


L OO uman mot 
Gu limit + «(1 -ets =e 


onde é = 2,718 ... é número de Neper, 
Exemplo 7. Achar 


30 CAPÍTULO 1, INTRODUCAO A Аманны 


ва mares. 
Sa femos Demonstrar 
ocio. Te Exemplo 10. que 
n + m 
1 = = 


Solução. Temos: . 
DESEE =н СУЕ p 
m or ا‎ 

жкен (*) é usada com frequéncia durante a resolução dos exercícios 

253, lim (Ins + 1) — In (x+ 2). 

254. lim 80199, 255. 


L pov 257. 
258*. lim E. 

"^ 2e0. Jin wf — 1) (а> 0). 

261. lim E. 262. 


P 


т 


(ver nºs. 103 е 104). , 
Achar os seguintes limites laterais: 


pl EP 
247. limfi + i 


249. lim| 


351. lim(l Hsen 1)". — 252**. a) lim(cos x); 


b) lim(cos a) 


Para o cálculo dos limites abaixo re os, é iti 
svo o im y). сыш lite abaixo relacionado, 4 itil saber, que se exte e € po. 


Jimi Лу = Intim Да), 


ES CAPITULO 1. INTRODUÇÃO A ANALISE 
Construir os gráficos das funções (и é natural) 
2715. y = lim (costa) 2725 y =li 
273. y — lim үа аз, 274. y 
275. у ex PTF (29. 


276. Transformar em fração ordinária a fração periódica mista dada 
a = 0,13555 

considerando-a como limite da fração finita correspondente. 

277. O que ocorre com a raiz da equação quadrada 

axt + bx + 0=0, 

se o coeficiente a tende a zero e os coeficientes b e c são constantes, 
sendo que b +0? 

278. Achar o limite do ângulo interno de um poligono regular de 
ndados, quando n =» oo. 
| 279. Achar o limite dos perímetros de m-polígonos regulares, 
inscritos numa circunferência de raio R e circunscritos ao seu torno, 
quando n = оо. 

280. Achar o limite da soma dos comprimentos das ordenadas 
da curva 


у = € cos nx, 
traçados nos pontos x= 1,2,..., m, quando m eco. 


281. Achar o limite da soma das áreas dos quadrados, construídos 
sobre as ordenadas da curva 


у=т= 
como bases, onde &— 1, 2, 3, 
que moco. 

282. Achar o limite, quando no, do perímetro da linha 
quebrada MM, ... М„, inscrita na espiral logaritmica 

ree, 

se os vértices desta linha quebrada têm, respectivamente, ángulos 
polares 


п, tendo como condição 


9% 0, Ф 


283. O segmento AB = а (fig. 7) divide-se em n» partes iguais, 
е em cada uma delas, como ma base, está construído um triângulo 
isósceles, com ángulos, junto à base, iguais a a = 45". Demonstrar 
que o limite do perímetro da linha quebrada formada, diferencia-se 


¥ 


sa Lpams as 


Чо comprimento do segmento А В, embora, no limite, a linha quebrada 
"fusione-se geometricamente com o segmento AB”. 


(Manta! 


FIG, 7 


284. O ponto C, divide o segmento AB —1 ao meio; o ponto 
C, divide o segmento АС, ao meio; o ponto C, divide o segmento 
СІС, ao meio; o ponto C, divide o segmento CC ao meio, ctc. 
Determinar a posição limite do ponto C,, quando # => co. 

285. O cateto a, de um triângulo retângulo, divide-se em n 
partes iguais e nos segmentos obtidos são construídos retângulos 
inscritos (fig. 8). Determinar o limite da área da figura escalonada 
formada, se n- co. 


FIG. 8 


286. Achar as constantes k e b da equação: 
7 r+ 
lim (es +0) 

Explicar o sentido geométrico da igualdade (1). 

287*. Certo processo químico decorre de tal forma que o aumento 
da quantidade de substância, em cada intervalo de tempo т, da suces- 
são infinita de intervalos (re, (i+ 1) т) ($ = 0, 1, 2, ..) € proporcional 
à quantidade disponível de substância, que se tem no inicio deste 
intervalo e proporcional à grandeza do intervalo. Pressupondo-se 
que no momento inicial de tempo a quantidade de substância cra 
igual a Qv, determinar a quantidade de substância Qj% no intervalo 
de tempo 4, se o aumento da quantidade de substância ocorre a cada 
meparte do intervalo de tempo z— > 


Achar 0, = img. 


[0] 


395 


CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO À ANÁLISE 


$4. Infinitésimos e infinitos 
Y Infinitésimes, Se o 


dim ща) = 0, 


isto é, se Ja(x)| < є quando 0 < |x — al < Bfe), então, a fur chama-se infi- 
EA e rãs ED ba 
a Doo infinitamente. Pega (а), quando ж — co. 
очын с D 
também, infinitamente pequenos, quando x + a. шшр. аш 
с a 


ойе é um námen dado, diferente de ero, eto, as fançõs a(s) е B(a) chamam-se 
irfiniamcus penas da uma mamma orem: э С = O. Geldo, lana О EA. 
amena pequena d ordem superior e comparação com le). А fuo as) алач 
enfants Pena, de rire э, са Copia CO йш B М: 


onde 0 < |C| < +. 
Se 


então, as funções аб) e Bla) denominam-se equivalentes оп asintoticament iguais 
quando x => a: 
als) ~ Bla) 

Por exemplo, quando # > 0 teremos: 
» maras; grossi ddr) mox, 
(saa de dois infinitésimos, de diferentes ordens, é igual aos termos, cuja ordem 

O limite de razão de dois infinitésimos não se altera, se os membros de razão 
orem substituídos por grandezas equivalentes. De acordo com este teorema, ao cal- 
©йагзе o limite da trução 


lim SO, 
А ra Bla) 
onde a(s) > 0 е BÓ, quando x + e, no numerador e denominador da tração 
pode-se retirar (ou acrescentar intiitésimos de ordens superiores, escolhidos de tal 
Em que restaram sejam equivalentes às anteriors. 


a FTE _„уй_1 
Lieb 


jer número grande N existe tal 
A RO vainas a ا‎ que, quando 


] Mol» x, 
estao a падол) бале inimi (infinitamente grande), quando к-+ ar 
infinitos de diferentes ordens. mee end ы 


44 INFINITÉSIMOS E INFINITOS. as 


епа, quando x» <>. Para que valores de х 
lade: 
10) |< e, 


infinitamente pequena, quando x => !. Para que valores de x é 
la a condição: 
5 IAN < e, 
© é um número positivo arbitrário? Fazer cálculos numericos para: 
=0,1; b) == 0,01; c) e= 0,001. 
J. Demonstrar que a função, 
à=- 
tamente grande, quando x-»2. Em que entornos de | x — 2|<3 
-se a desigualdade: 


Ъ) do volume da esf 
será a ordem infinitesimal do raio e do volume da esfera, 

relacio à área desta mesma esfera? à 
292. Que o ângulo central a do setor circular А ВО (fig. 9) de raio 
tenda a zero. Determinar a ordem infinitesimal em relação 


FIG. 9 


initésimo a: a) da corda AB; b) da flecha do arco CD; da 
A ABD. 


CAPITULO 1. INTRODUÇÃO À ANALISE 


293. Determinar а ordem infinitesimal em relação a x, quando 
2-0, das funções: üi = 


a ба үа; 


À d) 1 — cos x; 
» Ve+ Vz: 


e) tg x — sen x. 
, 294. Demonstrar que o comprimento do arco infinitésimo da 
circunferência de raio constante é equivalente ao comprimento da sua 
la lá compreendida. 
295. Serão equivalentes o segmento infinitésimo e a semicircun- 
ferência infinitésima, traçada neste segmento como no diâmetro? 
Empregando o teorema sobre as relações de duas infinitamente 
pequenas, encontrar: 


MIT 
296. йш S ds tee. 
96 a y 

298. lim (22. 


EE 
29 Em Semente, 
Demonstrar que, quando x» 0, as grandezas Ž e JTF x — 1 


são equivalentes entre si. Usando este resultado, demonstrar que, 
sendo |x| pequeno, há lugar a igualdade aproximada: 


300. 


ҮГ хе +5. @) 
Empregando a fórmula (1), achar aproximadamente: 

a) /1,06; b) ү0,97; c) Y 10; d) Y 120 

є comparar os valores obtidos com os dados ае. tabela. 


301. Demonstrar que, quando x-+0, verificam-se as igualdades 
aproximadas seguintes, com precisão de até os termos de ordem at: 


a) 


mia 
DEI] { 


b) Vat ead a9; 
¢) (1 + x)"=1 + nx (т é número natural); 
d) lg (1 + Ya Mx, 
onde M = lg e = 0,43429 ... 
Partindo destas fórmulas, calcular aproximadamente: 


j-L5 gatos 


Lo yis; " " 
Tor 2 55у: 3) wes % 15; 3) 1.04%; 6) 0,935; 7) lg 1,1. 
Comparar os valores obtidos com os fornecidos nas tabelas. 


15. CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES EJ 


302. Demonstrar que, quando x — co, a função racional inteira 
P(x)= ay" + ati as (а, # 0) 
uma grandeza infinita, equivalente ao termo superior ay”. 


303. Seja x > co. Tendo x como grandeza infinita de 1°. ordem, 
ERE. с de crescimento das funções: 


o Ves; 
3i ar 


$5. Continuidade das funções 


Uo peces 
LII STEEL e EE 


ма fta) = 7). [D 
Р sm E+ м. 

ende AE -» 0, podemos escrever a condição (1) da seguinte forma 
Ge A AMB) = imt + АЮ — f = 0, a 


ERES, iens sere quizá animo quodi чый por 


y “incremento infinitésimo do argumento, corresponde um incremento infinitéstmo 
a 


Sea função é continua em qualquer ponto de um campo determinado (intervalo, 
et), então, ela 4 continua neste campo. 


Exemplo 1. Demonstrar que a função 
para qualquer valor do argumento x. 
Solução, Temos: 


Ay = sen(e + Аз) — sen x س‎ 2 sen À 


эв CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO А ANALISE 


então, para qualquer valor de x, teremos: 


o 
ES S E S ul өн 
AT do a Uaa БЫЛА cm n a 

a o 

ко арыш к се чоп. 


Exemplo 2. A função f(x) = (fig. 10, а) & descontinua, quando x = 1. 


a 
Esta função rio está definida no ponto я = 1 e qualquer que seja o número f(1) 
escolhido, a função completada /[1) não será contínua, quando x — 1. 


Se para à função а) existirem limites finitos: 
im JA = e lim AA =н 
eo e as зү Dn Mise scusa aa 
Ji — 0) = fes + O. 
entao, x, denomina-se ponto de descontinuidade evitável, 
Para que a função f(a) seja contínua no ponto зу, é necessário e suficiente, que 
10) =Л»— 0) =Л +0. 


А 45. CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES 39 


Exemplo 3. A função fix) = e T. tem descontinuidade de 1º. espécie, quando 


4 = 0. De fato, temos 


feto tim EE „+1 
س ار‎ im See а 


Exemplo 4. A função y = E(a), onde E (1) representa a parto inteira do nú- 
mero х (isto é Ela) 4 6 número inteiro que satisfaz а igualdade” v Ela) + 9, onde 
Org = D, é descontínua (lig. 10,0) em сайа ponto inteiro: x0, 41, 42 
onde todos às pontos de descontinuidade são 12, espécis 

“De fato, se m é um número inteiro, então, Ee — O) = n — 1e E(u 40) 
É evidente, que em todos os demais pontos esta função é Continua 

“Os pontos de descontinuidade de função, que não são de 1a, espécie, são chamados” 
де pontos de descontinuidade de 2. espécie 

São, também. pontos de descontinuidade de 
ade infini, foto é, ов pontos a para os qu 


pos 


, espécie os pontas de descontimui- 
pelo menos um dos limites laterais 
0) cu fixy + 0) soja igual a со (ver o exemplo 2) 


Exemplo 5. A função y = cos E (fig. 10, €) no ponto л = 0 tem uma desconti- 


midade de 2%. espécie, já que não existem os dois limites laterais 


їп сов E e dim cos E. 
A ат 

3º, Propriedades da função continua. Ao analizar as funções para determinar 
Se as mesmas são continuas ou não, deve-se considerar os siguintes teoremas 

1) A soma eo produto de um número limitado de fançãos continuas em um campo 
determinado é, por sua ver, uma função continua neste mesmo campo; 

2) о quociente da divisão de duas funções continuas em um campa determinado 
4, também, una função continua para todos os valores do argumento deste mesmo 
Campo, que não anulam o denominador; 

3) se а função f(a) é continua no intervalo (a, б), estando o conjunto de seus va- 
loros compreendido no intervalo (4, B), e a função g(a) é continua mo intervalo 
LCA; B), então, a função composta c2), também, é continua no intervalo (a, 6) 

A unção f(x), continua no segmento lu, 0], possue аз seguintes propriedades: 

1) Да) está compreendida em [a, b), sto 6, existo um corto número AF tal que 
Mt] e para ac red 

Jis) atinge em fa, sens valores máximo e mínimo; 

3) Да) toma tados os valores intermédios entre os dados, isto 6, se fia) m 
e) = Васа < Baby c у E então, qualquer que seja o número C. compreen- 
“dido entro À o В, existe, palo menos, um valor de x — yla < Y < P) al, que /fr) = С. 

Em particular, se Да) /(8) < 0. a equação 


I =o 
fem no intervalo (а, Ê), pelo menos, uma raiz real 


304. Demonstrar que a função y = 4? é contínua para qualquer 
valor do argumento +. 
305. Demonstrar que a função racional inteira, 


Р(х) = ax" + ays +... + ay 
é contínua para qualquer valor de x. 


CAPITULO E. ININULUGAD À ANALISE 


306. Demonstrar que a fungáo racional fracionária 


Ra) = ^^ Ж аре ++ 
MAR ST ы ba 
é contínua para todos os valores de x, com exceção dos que апшат 
o denominador. 
307*. Demonstrar que a função y = Jx é continua, quando 2.0. 
308. Demonstrar que se a função /() é contínua e não é nega- 
tiva no intervalo (a, b), então, a função, 
F(x) = ҮЙ), 
também, é continua neste intervalo, 
309*. Demonstrar que a função y = cos x é contínua para qualquer 
valor de x, 
310. Para que valores de x serão continuas as funções: 
a) tg x e b) ctg x? 
311*. Demonstrar que a função у = |x| € contínua. Construir о 
gráfico desta função. 
312. Demonstrar que a grandeza absoluta de uma função contínua 
4, também, uma função contínua. 
313. Uma função é dada pelas fórmulas: 


ESA quando asa 


fo) 


A quando x =2. 
Como deve-se escolher o valor da função 4 = /(2), para que a função 
f(x) completada desta forma seja continua, quando x — 2? Cons- 
truir o gráfico da função y = f(x). 
314. О segundo membro da igualdade, 
1 
1— хеп 


f) = 2 
carece de sentido, quando х = 0. Como escolher о valor de /(0), 


para que a função f(x) seja contínua, quando x = 0? 
315. A função 


20 fü) arg 


carece de sentido, quando x = 2. É possível escolher um valor de 
|/(2), tal, que a função completada seja contínua, quando a — 2? 

316. A função f(x) é indeterminada, quando x = 0. Determinar 
|/(0) de forma que f(x) seja contínua, quando 4 = O, se: 


(n é número natural); 


15. CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES а 


in1- s) — 1(1 — а) 


2 fix) etg x 
Verificar se as funções seguintes são contínuas: 
318. у= LES. 
^ IE 
20. y =. 
27 Тат 
хел. 


326. у= (1 + x) arctg . 


328. y=e ". 

xº quando x<3, 

330. у= |2, + 1 quando х >3. 

331. Demonstrar que a função de Dirichlet x(x), igual a zero, 

розе ыы Quando Ee йш 

para cada valor de x. Verificar se as seguintes funções são 
contínuas e construir o gráfico das mesmas: 


(к>). 


Construir o gráfico desta função. 


334. a) y = sgn x, b) у= xsgn x, c) y = sgn(sen x), onde а 
função «gn x é determinada pelas fórmulas? 
+1, sex >0, 


зз х=} 0, se х0, 
—1, se «0. 
335. a) y = x — E(x), b) y = xE(x), onde E(x) é a parte inteira 


do número х. 
^, 336. Dar um exemplo, o qual demonstre, que a soma de duas 
funções descontínuas pode ser uma função contínua. 
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dr”. loja o аш» або própria. positiva que Mtende à dero 
(0<2< 1). Podese colocar ma igualdade“ 
ЕШ + а) = Еа) + 1, 

que se-verifica para todos os valores de a, o limite do valor а? 

338. Demonstrar que a Aure 

—3х+1=0 

tem uma raiz real no e (1.2). Calcular, aproximadamente, 
esta rai 

339*. Demonstrar que qualquer polinômio Р(х) de grau ímpar 
tem pelo menos uma raiz real, 

340. Demonstrar que a equação 

d xxx 
tem uma infinidade de raizes reais. 


Capítulo II 
DIFERENCIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


$ 1. Cálculo direto das derivadas 

г, Acréscimo do argumento e acréscimo da função. So x e s, são valores do 

дин e y c Да Eo, m Лу. о valores correspondentes da função y = ls). 

Ar. 

do de acréscimo do argumento x no segmento [x, # е 
Aye 

Ay = fi) — fi = f + 48) — fin w 

de acréscimo da função y neste mesmo segmento [s, 4 (fig: 11, ende 

DMA e Ay = AN). Атым 

2-а 


a. coeficients angular da secante MN do rro da fono y = fta) (08/11) 
aima erlcidade média de variação da função y no segmento (а, x + Ax]. 


ainda, 


FIG. 11 


Exemplo 1. Calcular As e Ay para a função 
p= 3 +6, 


CAPITULO i1. DIFERENCIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


dee comopondem às seguintes variações d argumento: 
8522117219 
Solução. Temos: 
ae ios 
Ay- IIA O (MO 
mászicimo 
pr — 


Exemplo 2. Achar para a hipérbole y= Û o coeficiente angular da secante 


- 0,29; 


que passa por pontos, cujas abscimas эйс x — 3 5 r, ~ 10. 
Solução. Temos Ar=103=7 у 1, yt; ayet 
3 075 


7 ES 
= — Î. Por conseguinte, A = Ê? = 
E] dicor 


2”. Derivada, Chama-se derivada y 


te ente inito exista, 
© valor da derivada fornece o coeficiente angular da tangente MT, até o rico 
da função y = f(x) no ponto x (fig 11) i T cm 
Уча 
A operação para achar а derivada y denomina-se derivago da Juro, A derivada 
¥ = f(a) representa a velocidade de variação da função mo ponto s. i А derivado 
Exemplo 3. Achar à derivada de fugio 
бе 
Seção. Aplicando а fórmula (1), teremos; 
Ay m (Ao atm Bed (у 
e m 
E 


dre Ar 
Portanto, 
ay 
y Jim AL tm (2r + Ax = 25 
n" Ar Ar Peer йез 
Y, Derivadas laterais. As expresos 
prar] 
eta As 
m + An 
ho Az 


chamam-se, respectivamente, derivedas da esquerda е da direita da fon 
ponto s. Para que exista f(s), € meessirio € suficientes que ^ а fenção Д) no 


тө = fi) 


лө 


¿ 11. CÁLCULO DIRETO DAS DERIVADAS as 


Exemplo 4. Achar f-(0) е f',(0) para a função: 
I) = el. 


— 1 
зет: 


4º. Derivada infinita. Se em um ponto determinado temos, que 
im +A Ла) 
aro Ar 


disp que ento contona ЛӘ tam ura no ponto stc, tano 
CE ct pl oras ird и 
rl tempio 5. Achar /(0) pari e feni 

РЕА 


Solução. Temos: 


341. Achar o acréscimo da função y = af, correspondente à 
transposição do argumento: 


а) дех=1 ax =2; 
b) дех=1 ал11; 


)dex=1 25 =1+% 
342. Achar Ay para a função y = x, se: 
a) x=0, Ax= 0,001; 
Ъ) х=8, А 9; 


с) х=а, Ax 
343. Por que, para а função у = 2x +3 pode-se determinar о 
acréscimo Ay, sabendo-se, apenas, que o acréscimo correspondente é 
Ах = 5, enquanto que para a função у = л? não se pode fazê-lo? 
344. Achar o acréscimo Ауга razão $ para as funções: 


Dysg quando «= | e Ar=04; 
b) y= Vz, quando х e Да = 0,0001; 
c) у= 16 х, quando х 00000 е Ах = — 90 000. 


345. Achar Ay e E correspondentes à variação do argumento 
de x até x + Ax para as funções: 


4s CAPÍTULO HH. DIFERENCIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


346. Achar o coeficiente angular da secante à parábola 
=2x— 8, 


se as abscissas dos pontos de interseção são iguais a: 
а) n=l, 


А que limite tende о coeficiente angular da secante no último caso, 
[se k -> 0? 

347. Qual é a velocidade média de variação da função y 
[по segmento 1< x< 4? 

348. A lei de movimento do ponto é s=2/ + M + 5, onde а 
[distáncia s é dada em centímetros e o tempo £, em segundos. Qual 
[será a velocidade méda do ponto durante o intervalo de tempo de 
=1 a t= 52 

349. Achar a pendente média da curva у = 2* no segmento 1< 
<хє<5. 

350. Achar a pendente média da curva у 
lx, x + Ax]. 

351. Que se entende por pendente da curva y = f(a) ro ponto 
x dado? 

352. Definir: a) velocidade média de rotação; b) velocidade 
[instantánea de rotação. 

353. Um corpo aquecido esfria-se quando colocado num meio, 
[cuja temperatura seja menor. O que se entende por: a) velocidade 
[média de esfriamento; b) velocidade de esfriamento num momento 
dado? 

354. O que se entende por velocidade de reação de uma substância 
Jem uma reação química? 

355. Seja m = f(x) a massa de uma barra heterogênea no segmen- 
to [0,х]. Que se entende por: a) densidade linear média da barra no 
[segmento [x, x + Ax]; b) densidade linear da barra no ponto x? 
356. Achar a razão 27 para a função y — no ponto х=2, 


ar 
lse: a) Ax = 15/b) Ar=0,1; с) Ax 
y". quando x — 2? 

35 


- Achar a derivada da função y — tg x. 


Е 


Да) no segmento 


0,01. Qual será a derivada 


ay 
. Achar у' ax : 

358. Achar у' = lim. $Z para as funções 

ay )y=Vx; 

b) => d) y = ctg x. 


359**. Calcular /'(8), se /(x) — YE. 
360. Achat /'(0), 7(1), 7(2), se f(x) = x(x — 1)? (x — 29. 


$2 DERIVAÇÃO POR TABELAS LÀ 


361%. Em que pontos a derivada da função /(x) = 13 coincide, 
numericamente, com o valor da própria função, isto é, f(x) = f(x)? 
Qi. 362, A lei de movimento do ponto é sí 30. end a distância. 


s é dada em metros e o tempo /, em segundos. Achar a velocidade 
“de movimento no instante f = 3. 
E 363. Achar o coeficiente angular da tangente em relação à curva 
>= 0,1 х, traçada no ponto com abscissa х = 2. 
364. Achar o coeficiente angular da tangente à curva 
no ponto (x; 0). ; 
365. Achar o valor da derivada da funçao J() = + no ponto 


ж = хд + 0). ^ 
366*. À que são iguais os coeficientes angulares das tangentes 


1 e y= x? no ponto de sua interseção? Achar o 


sen x 


às curvas y 


lo entre estas tangentes, 
367**. Demonstrar que as funções seguintes não têm derivadas 
finitas nos pontos indicade 


a) y = no ponto х = 0; 


b) y = 1 no ponto a = 
Bln ао жа, +2) 


€) y =|cos x| nos pontos x 


$ 2. Derivação por tabelas 

Y. Regras principais para achar-se a derivada. Se c é uma constante e и = pla). 
m dla) são funções que possuem derivadas, então: 

ИП 2 ("= 

Di v 4) (cuy cu 


ek): 


#0. 


2°. Tabela das derivadas das funções principals: 
ST 
п 0 = yz 


1V. (cos a)” = — sin x. 


(69. 


їп. (sin 2) = cos s. 


1 
АЕ ти 
"—— 


ут 


48 “CAPÍTULO IL DIFERENCIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


VIIL (arccos s) = (lel < De 


IX. (arctg am LO. Xx. (arcetg af = 


es 
XI. (a = af la а (a > 0) XIL (бу =. 
XIL (aay = ÛL (60. 

XIV. doga з =i mE o, a> 0. 


XV. (senh x)! = cos hr, 


1 
XVII. (tgh aj = 
абы; 
хуш, (etgh = — 
1 


XVI. (cosh a)” — senh ж. 


+ XIX. (Arsenh x)” = 


XX, (Arcosh х= 


[EE 


ү = 
1 


XXL (Атца а 1 e| 1. 


XXIL. (Aretgh 1) — [EET 


1 


Y Regra de derivação de uma função composta. Se y — f(u) ou =p(1) 
isto é, y = fpl]. onde as funções y c u possuem derivadas, catio. 


PEE [D 
ou, de outra forma, 
ЕСА 
«ae 


Esta regra pode ser aplicada à cadeia de qualquer número finito de funções que podem 
ser derivadas, 
Exemplo 1. Achar a derivada da função 
y= lato 2 + 
Solução. Supondo, que y = 48, onde u — x — 2x + 3, de acordo com a fórmula 
(1) teremos: > 
Y = (ÍA 24+ 31 = Sun 2) (Е — 1) а — 2 3и, 
Exemplo 2, Achar a derivada da função 
y= sends. 
Solução. Supondo que 
y=; 


ussen vd 


teremos: 

ЫШ ym W сове 4 m 12 sens cos Ax. 

Achar as derivadas das seguintes funções (nos nºs, 368 — 408 
não se aplica a regra de derivação de funções compostas): 


370. y = ax? + bx + c. 
1 372. у= ат + mn 
` 37а. у= 5 +12. 
376%. у = Pz 
E atte, 
4 2+ de 


oy = Ssen x + 3cos x. 
- y = arctg x + arcctg x. 


388. у = xarcsen x. 


390. y = а.е. 


392. у= =. 

394. Да) = e cos x 

396. y = e arcsen x. 

398. y= In م‎ T. 
400. y = In xlgx— Ina log, x. 


401. y = x senh х. 
403. y — tgh x— x. 


405. y = arctg x — Artgh x. 
407. y = Meis, 


435 


үт. DERIVAÇÃO POR TABELAS E) 


A. Funções algébricas 
368. y = x° — 43 + 2x 3. 


369. y Lo a + a? — 0,54% 


37. y— -E. 
а a 


373. y = 


375. y 
377. у= 


2-3 
rere 


381. y — LEM. 


379. y = 


B. Funções trigonométricas e circulares inversas 


38. y = tg x — ctg x. 
385. y = 2t sen !— (f — 2) cos 4. 
387. y = x ctg x. 


389, y = (LE marie 


C. Funções exponenciais e logaritmicas 


391. y = (x ре 


393. у= É. 

395. у = (x? — 2x +2) e, 
397. y= 

399. у= 1 +2их— *. 


D. Funções hiperbólicas e hiperbólicas inversas 


E! 
жиеш 
404, у = 25932 


406. у = arcsen x Arsenh x. 
Arcteh 


408. y= 


so CAPITULO п. DIFERENCIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


E. Funções compostas 


Achar as derivadas das seguintes funções (nos nºs. 409 — 466 é 
necessário aplicar a regra de derivação de funções compostas com 
“um argumento intermédio): 


409. y = (1 + Зх — Sapo, 

Solução. Designemos 1-4 3r — Sat = w; então, y = 10%, 
Temos: 

ж 30468, ир = 3 — 10s; 

эр = 30u (3— 103) = 30(14 3 — 5399 (3 — 100. 
411. Л) = (2а + зру). 
412. у = (3+ 20) 

1 


E 
415. y 
416. y = (a — xxn, 47. y 


Solução. y = M3 — 2 sen a)t (3 2 sen aj) = 
= M3 — 2sen a)t (- 2сова) = — 10 cos «(9 — 2sen sj 


a cbe. 
3 — 2 епз) 


418. у= tg x — lulu к. 


419. у= Vctg x — Гава 
421*. x = cosectt + sec? t. 422. f(x) = — sa 


= sen 3x + cos, + tg Vx. 


v 


sisi yi ime E om 


үз. DERIVAÇÃO JOR TABELAS 5 


432. y — sen (a — Sx + 1) + 1g $- 


433. f(x) = cos (ax + 8). 434. fit) == sen £ sen (t + q). 
435. у— LEER. 436. Ла) = a ctg Ž 


437. y =— EIL - : cos xd. 
438. y == arcsen 2x. 
D 
— 
yia 0" 
439. y =arcsen 


Solução. y 


441. y = arctg + 
443. y = sem 
445. y = anos 
447. y = arccos 
449. y — lg sen x. 

451 ах — In (In x). 
452. y = In (e + 5 sen x — 4 aresen x) 
453. y = arctg (In x) + In (arctg a). 
454. y In x Fi + In (fx — 1). 


F. Funções diversas 


455°*. y = sen? Sx cos" 2. 456, y 


жт ПЕП 


E ТУР” 
ESSE чан 
ЕЗДЕ 

464. y | 
465. у = x4) — 2x3). 


A 


462. y— 


466. y 


p 


ES 


491. 
492. 
491. 


495. 


497. 


498. 


499. 
501. 


MASA 
503, y= бари Bros gal ет 


CAPÍTULO П. DIFERENCIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


MEET 
[EE 


E 1 
FF 2+ 2F 


471. f) — 


y= (TFF 1 — in (rx zi). 
.ا‎ y = qs cos? а(3 cost — 5). 
без — Dee b йш» + 
зш 


y 
ams Leen бё 

479. y = Ззеп ges + sen? x. 
481. у= — pon ieu. 
483. y = arcsen Y? 4 arccos xè, 


489. у = Гат aF + a arcsen 2. 


y = arcsen (1— а) + YZF 
y= (5 р) arosen yx uri 
494. y = arcsen (la x). 
Sed 
Ea 2 


y = In (arcsen 51). 


496. 


y= arctg 
>= Зага 27 — (8 + 2x) Viz = 
y = — V2 arcotg EL 


y=. 
F(a) = (2 тат 


-z 
500. y = gen, 

502. Рф) = es cos B 
504, y 


+. 
=*(3 sen 3x — cos 3x). 


469. y = V(r Fa) (E FB (FFE): 
(22+ 1) 44+2) PFE. 


517. 
518. 
520. 


521. 


42. DERIVAÇÃO POR TABELAS ES 


506. y= [совха 


508. у = In (as* + bx + ¢). 
In (x + Ya? a x3). 
—2|[5 4-21 (1 2- KS). 

do (a + x + Vin 99) 

513. у = In cos 


y= In In (3— 249). 
Vira ss 


y = arctg ln a. 


у= мет. 
mE 


1 
19-а arctg х. 


=+ 


CAPÍTULO HI, DIFERENCIAÇÃO DAS FUNÇÕES Я 42. DERIVAÇÃO POR TABELAS ss 


535. Ла) = уш (1 + x) Line eb 1) + үче 


Я ` 555. Achar /(0) + x/'(0) para а função f(x) 
y ! 556. Achar /(3) + (x — 3)/"(3) para a função f(a) = VI + x. x 


PUE 20 887. Dadas as funções f(x) = tg x e p(x) om 
537. y = senh? 2x 538. y = е cosh Вх. ] Achar ZÛ funções /()— 1— x е q(x) = 1— 
539. y 540. у = In senh 2x. | — 8 supe ig fe) e el) 
-y 542. y = Arcosh In a. 1 — sen SE. 
_ 559. Demonstrar que a derivada de uma função par é uma função 
E ооацина impar é que a de uma função impar, é par. 


11560. Demonstrar que a derivada de uma função periódica 
é, também, uma função periódica. 
561**. Demonstrar que а função у = xe" satisfaz a equação 


546. y 


кыз 1 
убава 


= (1 xe + 1] Arsenh a — L za, 3 
547. 5 [E ies ih IG ET 
548. Achar у', ве: EF | 
Lal; E 562. Demonstrar que a função у = xe ^ satisaz a equação 
х|х|. xy 1 — e) y. 
Сн oe рше das funções y e y”. 563. Demonstrar que a função y ЕТТИ satisfaz a equa- 
d i *—dn|s] (x0). o xy = y(yIn x — 1). 
ылады РДЕЛ q G. Derivada logarítmica 
Pl t отне UU au egeo deitada мечта da fo y = ©) а derivada d gusto дема 
551. Calcular /'(0), se a j ini PA 
f(x) = е" cos 3x. E fe 
Solução, f'(a) = e-H- 3 sen 3а) — i cos 3л: | A logaritmação prévia da função facilita, em alguns casos, o cálculo de suas 
f00) = sen 0) — со 0 = — 1, Exemplo. Achar a derivada da função exponencial comporta 
552. fía) = In (1 + x) + arcsen E. Achar /'(1). КУ? у= +. 
Vig estet Tun) diu onde u = pir)» 0 e e — у (3) são ditetenciâveis, 
susc eT. Achar (8) “Solução. Tomando o logaritmo, teremos 
dr las à 1n y= vine. 
554. Achar /}(0) e^) para ás funções: Derivamos ambos os membros da igualdade em relação a ж 
se (9) Un yy = sn u + v (nu, 


€) Ax) —r | donde 
ul j pem is 
чу) = send, 540; До) E re 


e) Да) = x sen i x40; ЛО) 


36 CAPITULO II. DIFERENCIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


564. Achar y', se 


ia 
HZ sen? x cost x, 
nu 


Solução. In y = Sima + In (1— ж — In (1-9) + Din + 2 In cona 


3 


suga iuga 
а] 


565. Achar y”, se y = (sen 1)". 
Solução. la y = x niens; Ly Insen x + xetg x 


> 
y = (sen r)" (ln sena + z ctg a). 


Achar y', tomando, previamente, logaritmos para a função 
fia): 
566. у = (x + 1) (2x + 1) (3x + 1). 


„mtir E 
e 68 =| 


(r 
xe Ps 
571. y 572. y = ж. 

573. y = я". 
ue 575. y = «VE, 
576. 577. y = p 


578. y = (cos atm, 879. ye {БЛ 
580: Ус (erg n. xe [ies 
83. Derivadas de funções que não são dadas explicitamente 


1º Derivada de função inversa. Se a derivada da função у f(r) € yi% O, 
então, a derivada da função inversa x = / (у) será: io + 


43. DERIVADAS DE FUNÇÕES s 


Exemplo 1. Achar a derivada 


жюз. 


El, portanto, 


» 
1 
Solução. Temos yj = 1+ 1 = 


FU 


2°. Derivadas de funções dadas em forma paramétrica. Se a dependência entre 
“a função y ¢ o argumento x é dada atraves do parâmetro / 


Solução. Encontramos “E — 
*- 
A а 
UL 3º, Derivada da função implicita. Se a Cependéncia entre x ¢ a função diferenciá- 
gel y é dada de forma implicita 


j не =0, o 
“o paca encontrar-se a derivada у; = y nos casos mais simples, é suficiente:1) calcu- 
VES ee ies rue diae menbes da equapio (I. considerando y função 
“de 2:2) жеш esta derivada a sero, Ito €, ороп que 

E Erro e 
Н az 

Ze 3) resolver а equação obtida em reação а у 

Exemplo 3. Achar a derivada уре 


i э + P der o 
(|... Solução. Calculando a derivada do primeiro membro da igualdade (3) e igualando-a 
| a mero, teremos: 

Xi دود‎ + diy — Se + жу) = 0, 


HERE 


y 


ES 


CAPITULO П. DIFERENCIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


581. Achar a derivada aj, se 


а) у= 3а +88; 
b) у=х— Lsenx; 


e) »201x 4 е1. 


Calcular a derivada y" с para as funções y, dadas em forma 


paramétrica: 
582. i á 
E 
Test 
584. at 
15 
586. { л 
> 
se (7 = a(cos t + t sent), 
у= asen £ — £ cos t). 
590. [ 4 — cot 
у= b senat. 
x= arccos, 
S92 VIE 
s=e 
593. Ы 
д 


394 ala te 5 + cost — send) 
y= a(sent + cos t). 
595. Calcular SE, quando к=. se 


ж = ай — sen t), 
с 
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emat ма. 
ПЕТ) 


Р x= tint, 
Achar Y, quando = 1, se lat 
ar p=". 


* cos t, 


Achar 2 quando 4= 5, EM 


4 Cy= e sent 
Demonstrar que a função y, dada pelas equações paramé- 
= 2+ 3, 
3 ( у=#+25, 
а equação: 
„ү 
E 
599, Quando х = 2, é justa a igualdade: 
К at 2. 
Pode-se deduzir, portanto, que 
1 GY = Qu). 


$ х=? 

р mI Я 

600. Seja y= [ш — 3X. Pode-se derivar termo a termo а igual- 

PM 

Й ddp sedes 

“Achar a derivada у = z das seguintes funções implícitas y: 
601. 2x — 5y + 10 = 0. 602. E +2 i 

603. ла уз = аз. 604. х9 aty + yt 

605. Vx + Vy = үл. 606. Par + {у 


607. 3º = 608. y — 0,3 sen y 


n 
609. a cost (x + у) = 


611. xy = arctg 2. 
> 
613. e" = х y. 


610. ig y = xy. 
612. arctg(x + y) = x. 


61.Inx e *— с. 
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615. In y Hizo 616. arctg- 


617. [FF у? = сагсів Ў. 618. x” 
619. Achar y' по ponto М (1; 1), se 
2y—14- xy 


Solução. Derivando, teremos 2y = у? - Зулу". Supondo x= le ym 1, te 
“remos: 2у' 1-4 Зу. donde y = — 1 


620. Achar as derivadas y' das funções y nos pontos dados: 
a) (x+ y) = 27(х— у), quando x —2 e у= 1; 
b) e” = 1, quando x =0 e y= 1; 


e) у= «+n, quando x = 1 e y 


§ 4. Aplicaçöes geométricas e mecánicas da derivada 


1º, Equações da tangente е 
vada deduz-se, que a equação da 
70. no ponto Муз, X). é 


jormal. Da interpretação geométrica da deri 
genie, em racio à curva y = fla) ou F(x, y) = 


уље йя ад 


onde yj é o valor da derivada y’. quando x = ay A reta, que passa pelo ponto de 
contacto, perpendicularmento А tangente, denomina-se туты! Em теда A cupos 
Para a normal teremos а seguinte equação: 


sn уйу = y) = 0. 


2º. Angulo entre curvas. Por ángulo, formado entre as curvas: 
é >= мї 
у= М 


е seu ponto comum Музу. (it. 12), entende-se о Angulo w, que formam entre 
S tangentes AA e MU data curvae no pasto Ms. - 
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De acordo com a conhecida fórmula da Geometria Analítica, tecemos: 


Segmentos relacionados com a tangente e a normal no caso de um sistema de 
das retangulares, À tangente e а normal determinam оз quatro segmentos 


NA 


Sa = | el: 
4º. Segmentos relacionados com a tangente e a normal no caso de um sistema de 
adas polares, Se a curva é dada em coordenadas polares pela equação r = 


Pe) o ng и. fermado pela tangento МТ e о таю polar y = OM (ig. Mj. 
задо pela Seguinte fórmula: 
de 


der 


A tangente MT е а normal MN по ponto M, junto ao raio polar do ponto de contacto 
• dicular deste raio, traçada pelo polo O, determinam os quatro segmentos 


ue 


1= MT — segmento da tangente polar, 
n L MN — segmento da normal polar, 
Ж} = OT — subtangente polar 

54 = ом — subnormal pol 


FIG. м 
Estes segmentos ido expressos pelas fórmulas: 


ITT аот 


амт 


їе in 


n= MN = FTP Sa ON eel 
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621. Que ângulos q formam com o eixo OX as tangentes à curva 
1 


SET 


у = x — х? nos pontos com abscissas: a) x = 0; b) a 
“Solução. Temos y = 1— 2#. Donde; 
$70: 9 ште راس‎ e D (б. 15 


622. Sob que ângulos, as sinusóides y = sen x e y = sen 2x cor- 
tam o eixo das abscissas na origem das coordenadas? 
. , 623. Sob que ângulo, a tangentóide y = tg x corta o eixo das 
abscissas na origem das coordenadas? 
624. Sob que ângulo, a curva y = e"? corta a reta х=2? 
625. Achar os pontos, em que as tangentes à curva y = 3x4 4- 
+ 449 — 12x? 4 20 são paralelas ao eixo das abscissas, 
626. Em que ponto, a tangente à parábola 
y= 
é paralela à reta 5x + y — 3 = 0? 
627. Achar a equação da parábola y = a? + bx + с, que é tan- 
gente à reta x = y no ponto (1; 1). 
628, Determinar o coeficiente angular da tangente à curva: 
a3 + уб — xy — 7 = 0 no ponto (1; 2). 
629. Em que ponto da curva y? = 2 xè а tangente é dicular 
а reta ds 3y 2—02 07 didi du 
630. Escrever a equação da tangente e da normal à parábola 


у=үх, 


-0, 


а) tge-i cds bu 


mo ponto com abscissa x 


Solução, Temos y = 


gjg iim o coeficiente angular da tangente será 


Am Dia = Como o ponto de contacto tem coordenadas x = 4 е y= 2a 
equação da tangente é у— СЕ IN 
Pela condição de perpendicularidade o coeficiente angular da normal é: 
hess 
donde a equação dh normal resulta; 
3-27 00-4), оз Arb y - B=. 
631. Escrever a equação da tangente e da ncrmalà curva: 
у= 39-231 — 4x — 3 no ponto (—2; 5). 
632. Achar a equação da tangente e da normal à curva 
y= 


no ponto (150). 
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| 633. Compor as equações da tangente e da normal às curvas nos 
- pontos dados: 
a) y — tg 2x na origem das coordenadas; 


b) у = aresen — no ponto de interseção com o cixo ОХ; 


2 
c) y = arccos 3x no ponto de interseção com o cixo OY; 


‚ d) у= x no ponto de interseção. com o eixo ОХ; 
l^ e) у= e'7*' nos pontos de interseção com a reta y = 1. 
2 634. Escrever a equação da tangente e da normal no ponto 


^. 635. Escrever a equação da tangente à curva: 
x=tcost, у= зев 


origem das coordenadas e no ponto 4= 7. 

6. Escrever a equação da tangente e da normal à curv: 
uy? + 2x — 6— 0 no ponto com ordenada y= 3, 

637. Escrever a equação da tangente à curva л? + y — 2xy = 0, 
ponto (1; 1). 

|638. Escrever a equação das tangentes e das normais à curva: 
(x — 1) (x — 2) (x — 3) nos pontos de sua interseção com o eixo 


y = 434 + бху no ponto (1; 2). 
0*. Demonstrar que o segmento da tangente à hipérbole xy — 
, compreendido entre os eixos das coordenadas, está dividido 
io meio pelo ponto de contacto. 
"1/641. Demonstrar que na astróide x*/* + y * = al? o segmento da 
ingente, compreendido entre os eixos das coordenadas, tem gran- 
léza constante igual a a. 
^ 642, Demonstrar que as normais à envolvente da circunferência 
1 x= a(cost +tsent), y = a(sent — £ cosi) 
| são tangentes 4 circunferência 4% + y! = a*. 

643. Achar o ángulo de interseção das parábolas y = (x — 2)* 
e у= س چ6 + 4 س‎ 

644. Que ângulo formam entre si as parábolas у 
a0 cortarem-se? 


sey=" 
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645. Demorstrar que as curvas y 
— x + 10 são tangentes entre si no ponto ( 


no ponto (—2; 4)? 
6: Desnonstrar que as hipérboles 
ay =a? e st у-и 
interceptam-se, formando um ângulo reto. 

647. É dada a parábola у? = 4x. Calcular no ponto (1; 2) o com- 
primento dossegmentos da tangente, normal, subtangente e subnormal. 

648. Achar a subtangente da curva y == 2* em qualquer de seus 
pontos. 

649. Demonstrar que na hipérbole equilátera x* — y! = a" o 
comprimento do segmento da normal, em qualquer ponto, é igual 
ao rao polar deste ponto, 

650. Demonstrar que a subnormal da hipérbole x* 
em qualquer ponto, é igual à abscissa deste ponto. 

651. Demonstrar que a subtangente da elipse 5 + 2 — 1 e da 
circunferência a? + у? = a? nos pontos com abscissas idênticas, 
«ão iguais entre si. Que procedimento para а construção da tangente 
à elipse depreende-se daqui? 

2. Achar o comprimento dos segmentos da tangente, normal, 
subtangente e subnormal da ciclóide 


чай аад, 
2428 


4 4 2x — 8 е у= х 
; 34). Ocorrerá o mesmo 


уа, 


num ponto qualquer £ = ty 

653. Achar o ángulo formado entre а tangente e o raio polar do 
ponto de contacto à espiral logarítmica r = acto. 

654. Achar o Angulo formado entre a tangente e о raio polar do 

nto de contacto à lemniscata r! = at cos 29. 

655. Achar os comprimentos dos segmentos polares da tangente, 
normal, subtangente e subnormal, bem como, o ângulo formado pela 
tangente e pelo raio polar do ponto de contacto à espiral de Arquimedes 

r =a 
no ponto com Aggulo polar q — 2x. 

656. Achar o comprimento dos segmentos polares da subtangente, 
subnormal, tangente e normal e o ángulo entre a tangente e o raio 


polar à espiral hiperbólica r 2, num ponto arbitrário Ф Ф: 


E 
“657, A lei de movimento do ponto no eixo ОХ é 
š ж=м—". 
Achar a velocidade de movimento deste ponto nos instantes: 
lo =0, fı =1 e f —2 (x é dado em centímetros e £, em segundos). 
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658. Pelo eixo OX movem-se dois pontos, cujas les de movimento 


x = 100 + 3 
х=1 а 
z 


segment 
; pendiculares entre si OX e OY (fig 
Bo extremo A é igual a 2 m/s. 

do extremo B, no momento em que o extremo А encontra-se à distância 
ОА — 3 m da origem das coordenadas? 

660°. A lei de movimento do ponto material, lançado no plano 
vertical XOY (fig. 17), formando um ângulo a em relação à horizontal, 
сот uma velocidade inicial зу, é dada pelas fórmulas (não se consi- 
derando a resistência do ar): 


а =f cos &, yy =f sen a f. 

onde 4 é o tempo; g, a aceleração da força de gravidade. Achar a 
trajetória do movimento e seu alcance. Determinar, também, a grandeza 
da velocidade do movimento e sua direção. 


ы 


+ T 


FIG. 16 FIG. 17 


661. Um ponto movimenta-se sobre a hipérbole y =? de tal 


modo, que sua abscissa x aumenta, uniformemente, com a velocidade 
de uma unidade por segundo. Com que velocidade variará sua orde- 
nada, quando o ponto passar pela posição (5;2)? 


5—35 
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662. Eni que ponto da parábola 1º = 18x a ordenada cresce duas 
vezes mais rapidamente, que a abscissa? 

663. Um dos lados do retângulo tem uma grandeza constante 
а = 10 em, o outro lado b varia, aumentando com velocidade constante 
4 cm/s. A que velocidade crescerá a diagonal do retângulo e sua área 
no momento em que b = 30 cm? 

664. O raio de uma esfera cresce, uniformemente, com uma velo- 
cidade de 5 cm/s. Com que velocidade crescerão a área da superfície 
desta esfera e o volume da mesma, no momento em que seu raio 
torna-se igual a 50 cm? 

665. Um ponto move-se sobre a espiral de Arquimedes: 

ap 
la = 10 cm), de tal forma, que a velocidade angular de rotação de 
seu raio polar é constante e igual a 6° por segundo. Determinar а velo- 
cidade com que se alonga o raio polar r, no momento em que y = 25cm. 

666. Uma barra heterogénea А В tem 12 cm de comprimento. A 
massa de sua parte AM cresce proporcionalmente ao quadrado da 
distância do ponto móvel M, em relação ao extremo А e é igual a 
10 g, sendo АМ = 2 cm. Achar a massa de toda a barra AB еа 
densidade lincar em qualquer ponto M da mesma. A que € igual a 
densidade linear da barra ncs pontos 4 e B? 


$5. Derivadas de ordens superiores 


|“. Definição de derivadas de ordens superiores. Deri 
ou segunda derivada da função y = ЈО) chama-se a derivado 


tr. 


segunda ordem, 


Designa-se, assim, a segunda derivada 


SY, ou f^t) 
уз on D, ou f^t) 


Se + — fif é a lei do movimento retilineo de um ponto, então, é a acele 
ração deste movimento. 

Em geral, а derivada de enésima ordem da função y = f(s) ¢ à derivada da deri- 
vada de ordem (ж — 1), A derivada ends ma designa se assim: 


AT 
э, ou СУ, ou т), 


Exemplo 1. Achar a derivada de segunda ordem da função: 
y= di a) 


Solução. 


15. DERIVADAS DE ORDENS SUPERIORES. € 


2º, Fórmula de Leibniz. Se as funções w — pla) c v = 
enésima ordem inclusive, para calcular a 
Tunções, pode-sc empregar, então, a fórmula de Тафт 


чн 


(шй ёт» + яшеу 4 


En 


ão, suas derivadas у; = #7, уш س‎ 


lem ser calculadas, sucessiva 
aec Pod 


tacon 


A. Derivadas de ordens superiores de funções explícitas 
Achar as derivadas de segunda ordem das seguintes funções: 


667. y =P — Tat — Sx 44. 668. y — e. 
669. y = sen? x. 670. y = Inf + х5 
671. у= In (х + Va E x). 672. f(x) = (1 + a°) arctg x. 
ч 673. у = (arcsen x). Cá. jim ca 
x 34-2642 E 


675. Demonstrar que a função y = 


são diferencial 14 y'* 2 yy”. 
> 


satisfaz a equa- 
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676. Demonstrar que a função у= ivt satisfaz a equação 
diferencial y" — 2y + y = e. 

677. Demonstrar qué a função y = Cë + C, 
valor das constantes C, е C, Satisfaz a equação: 

y Зу +2 

678. Demonstrar que a função y = e sen 5x satisfaz a equação: 

Y —4y + 29y = 0. 

679. Achar y", se y= a? — Sat + Ta — 2 

680. Achar /'"(3), se Да) 

681. Achar y” da função y 

682. Achar y"! da função y 

683. Demonstrar que a função y = €*cos x satisfaz a equação 
diferencial: y"! + 4y = 0 

684. Achar /(0), f(0), /''(0) e f” (0), se 

Ла) = E sen x. 
685. A equação do movimento de um ponto sobre o eixo OX é: 
x = 100 + 54 — 0,0018. 

Achar a velocidade e aceleração deste ponto para os instantes 
h=0; = 1; h= 10. 

686. Bela circunferência x? + y? = a? movimenta-se um ponto Af 
com velocidade angular constante a. Achar a lei de movimento de 
sua projeção M, no eixo ОХ, se no momento / = 0 o ponto ocupa a. 
posição Mofa, 0) (fig. 18). Achar a velocidade e aceleração do movi- 
mento do ponto My. 


para qualquer 


Y 


FIG. 18 


A que é igual a velocidade e aceleração do ponto M, no momento 
inicial e no momento de passagem pela origem das coordenadas? 

Quais são os valores máximos da grandeza absoluta da veloci- 
dade e da grandeza absoluta da aceleração do ponto Mj? 
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687. Achar a derivada de enésima ordem da função у = (ar + 
+ 0)" ( é o número natural). 
688. Achar as derivadas de enésima ordem das funções: 


dr wW»-Jf 
689. Achar a derivada de enésima ordem das funções 
a) sen 
b) y = cos2x; 


Jy =e; 
d) y =n (1 + 3); 


О (= 49 cosa: 
691. Achar f'"(0), s. f(x) = In. 


* B. Derivadas de ordens superiores de funções, dadas em forma 
paramétrica, e de funções implícitas 


Achar z das seguintes funções: 


Int, 


»| ж = arctg t, 
а; > 


=ш( +); 
(t — sen t), 
a(i — cost); 
a(sen 1 — tcost), 
(cos é + веп 0). 
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697. Achar E, sendot=0 ese "7 In (1-09. 

de Ме. 

698. Demonstrar que y, determinada сото função de x pelas 
equações x = sen f e y = ae Y? + be-tVE, quaisquer que sejam as 
constantes a eb, satisfaz a equação diferencial: 

E m 
аг 20: 
para as seguintes funções: 


703. Conhecendo-se a função у = f(x), 
a^" da função inversa x = f(y) 
704. Achar y^, se at 4 y* 


Solução. Aplicando a regra de derivação de funções compostas, temos 29 + 
+2w = 0; donde y'= — 7 E 222. Substituindo y” 
y y), 


por seu valor, teremos: 


Pa y بد‎ 


Ба A 


Determinar as derivadas y" das seguintes funções y = f(x), 
dadas de forma implicita: 


705. у = 2px. 706.742 
707. у = x + arctg y. “ 
708. Tendo-se a equação y = x + In y, achar LE e EN 
709. Achar j/" no ponto (1; 1), se 
2 + ر5‎ yt 2x yo 
710. Achar y” no ponto (0; 1), se 
ау y 
711. a) A função y é dada implicitamente pela equação: 
Ай b 2ху + y! 4x + 2y —2—0. 
Achar > no ponto (1; 1) 


b) Achar 2, se at + y? 


at, 
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$6. Diferenciais de primeira ordem e de ordens superiores 


Y. Diferencial de primeira ordem. Chama-se diferencial (de primeira ordem) 
= сер а peg a A 
de 13 o quando Дато шиде quanto ao acrónimo Ar = dy da Vardal 
o condal de uma função é рам ao produto de sus derivada pela 

Шеш дь үздүн independente 


dy = уз. 


Daí 


та diferencial denomina-se função diferencial, 
ЖЫМ lo do pits tomo у = Ла} йг. D NET a tangente no ponto 
Mis. y) e 
ro- Ax ds 
E jus DR LIS 
AT - 45у 
pompmento AN = ay 


FIG. 19 


Achar o acréscimo e a diferencial da função y = 358 — x, 
todo: 


Ay = ج ماد‎ Amt (nd Ax) — But pa 


Ay = (6v — 1) Ax + Аз}. 
dy = (Ge 1 Ar = (65— as. 


Y =r- l; dy o уйу = (бе — Dus. 
Exemplo 2. Calcular Ay e dy da função y= 3s! — x para x = 10 Ax = O01. 
Solução. 


Aj 
dy = (öx - NAr=3-001= 


= (6s — 1) + Ar + A? — 5 +0,01 + 3- (001 = 00503 
0300. 
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2. Proplêdades fundamentals das diferenciais: 
ЕТ onde mt 
ja = л, onde x d variêvel independente. 
Н Өрү Ld dd 
ЖҮ 
Э) dier) = м ^ +v du. 
V) eda nde 
9 4 =) وی لے‎ 
7) Фм) = Flu) du, 
do Anto da diferencial pare cálculos aproximados. Se o acréscimo Ал, 
do argumento, é pequeno por sua grandeza abet, então, а dien dude Да. 
São y =) е о acréxcimo A) da tenção sio ipunin, aprenda ду 4а 


A Ay m ay, 
Жын fix An) — fi) i) Ar, 
fe Аз = fi) ft) A» w 


Exemplo 3. Em quanto aumentará, aproximadamente, o lado do quadrado, se 
sua área aumenta de 9 mî a 9,1 m1? a я d 


Solução, Se x é a área do quadrado e y, seu lado, então: 
y= vi 
Pelas condições cadas: x= 9: Ax = 0,1. 
Calculamos, aproximadamente, o acréscimo Ay do lado do quadrado: 


з= dy n yard 0016 m. 


dr. Diferenciais de ordens superiores. Chama-se diferencial de segunda ordem 


ndo о acrscio йо da varie dependen dx deca lien т 
cial de primeira ordem: AA ta di 
у-шу. 


De forma andloga determinam-se as diferenciais de terceira ¢ ordens sucessivas, 
Se y — fls) e x é variável independente, então: j 


EA ON 
DyN, 


ау inda 
Se y = fid, onde u = la), então 
Фу = y" du + yd, 
d Ey UR 3 du ди + yu, 
“tc. (Os apóstroles indicam derivação quanto à variável v) 
712. Achar o acréscimo Ay e a diferencial dy da função 
J = 5# + x", рага x=2 e Ах = 0001. 
713. Sem calcular a derivada, achar: 
. 41 — = 


para х= 1 e Ах= — 


* 
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1714. А área do quadrado S, com lado igual а x, é dada pela 

jula 5 = x*. Achar o acréscimo e a diferencial desta função e 
inar o valor geométrico desta última. 

- 715. Dar a interpretação geométrica do acréscimo e da diferencial 

seguintes funções: 

a) área do círculo 5 =r; 

b) volume do cubo v= zè. 

q . Demonstrar que jualquer que seja x, o acréscimo da 
О pus sr creed do atado de s, tu ишк grate 
é equivalente à expressão 2*Ax In 2, quando Ax - 0. 

.' 717. Para que valor de x a diferencial da função y= x* não 

j ao acréscimo desta função, quando Ax — 0? 

7 718. Possue diferencial a função y = | x|, para x = 0? 

| 719. Empregando a derivada, achar a diferencial da função 

Y = cos x, para paT e а=. 


720. Achar a diferencial da função: 


2 
y 

quando x — 9 e Ax = — 0,01. 

^ 721. Calcular a diferencial da função 


y=tgx 


quando z= Te Ax 


- Achar as diferenciais das seguintes funções para quaisquer valores 
do argumento e de seu acréscimo: 


72. y= 


723. y 


1-5 


724. у = агсеп 725. у = arctg 

= хах — 
728. y= mi = ctg q + сокс. 
730. s = arccig e. 


731. Achar dy, se x" + izy — yt— 


Bra io. Considerando-se à invariabilidade da forma da diferencial, teremos: 
lx + 2(y dx + dy) — 2y dy = V. 
+ xd) — 2y dy 


EST 


a=- 
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“Achar as diferenciais das seguintes funções, dadas de forma implícita: 


73. у= е”. 


732. (x + y) (2х + ر‎ — 1 
734. In E 53 = arctg 2 - 


735. Achar dy no ponto (1; 2), se 38 — y = Gx? 
736. Achar o valor aproximado de sen 31°. 


pela fórmula (1) 
Y 


Solução, Tomando x = arc 30º = + e Arsan 


1807 
(ver o 3°), temos: sen 31% e sen 30* + үйү cos 30* = 0,500 40,017. 
t › 30° + үр ens 30 E 


0.515. 


737. Substituindo o acréscimo da função pela diferencial, calcular, 
aproximadamente: 

а) cos 61^; b) tg 44º; c) e"; d) In 0,9; d) arctg 1.05. 

738. Em quanto aumenta, aproximadamente, o volume de uma 
esfera, sendo que seu raio, R= 15 cm, aumenta em 2 mm? 

739. Deduzir a fórmula aproximada (para valores de|3v| peque- 
тюз em comparação com x) 


VET А s + 


© com ela achar os valores aproximados para V3; Y TT; V75 e Y5%. 
740. Deduzir a fórmula aproximada: 
mas 
а: аў + del 
LEES ja + зў= 
< achar os valores aproximados para ў10, 70, Y 200. 
741. Achar os valores aproximados das funções: 


a) y = аз 4x? + 5x43, quando х = 1,03; 
b) fo = VTF quando x = 0,2; 
9 Да) . quando x = 0,1; 
dy quando x — 1,05. 


742. Achar o valor aproximado de tg 45° 3 20. 
743. Achar o ¿valor aproximado de arcsen 0,54 
744. Achar aproximadamente /17 


745. Demonstrar, baseando-se na fórmula da lei de Ohm I = E 


que uma pequena variação AI da intensidade da corrente I, devida 
a uma pequena variação da resistência AR da resistência К, pode 
ser encontrada, aproximadamente, pela fórmula: 


AI— — LAR. 
x 
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746. Demonstrar que um erro relativo em 1%, cometido na deter- 
minação do comprimento do raio, dá lugar a um erro relativo de 
“cerca de 2%,, ao calcular-se a área do circulo е a superfície da esfera. 
747. Calcular dy, se y = cosa. 


Solução. Фу — Уаз) = — 25 cos Sr) 


748. u = VT 
750. у = sen xInx,achardy. 751, z 


37, achar d'u, 749. у = arccos s, achar d*y 


, achar dis 


752. z = ate, achar di 753. z= achar ds. 
754. u = 3 sen (2x + 5), achar d'w. 
(00 755. у = et? sen (x sen a), achar d*j. 


/$7. Teoremas do valor médio 
19. Teorema de Rolle, Se uma função f(x) é contínua no segmento a € # < b. 
dem ma derivada Чы) em сайа ponto interior deste e 
fo) = лы. 
então, para sua variável independente x, existo, pelo menos, um valor E. onde a < 
TET a que 
7(5) = 0. 


2°. Teorema de Lagrange. Se uma função f(x) é continua no segmento a < а < b 
e tem uma derivada em cada ponto interior deste, então, 


7) — ft = 6 — afi. 


onde a< E<b 

3 Teorema de Cauchy. Se duas funções (3) e F(s) são continuas no segmento 
а x < betémno intervalo а — ж — b derivadas que nio se апшат simultaneamente 
Sendo: FQ) 3 Flo), então, 


LO Ho 9 
F(b) — Fla) FR) 

756. Demonstrar que a função (/x) 
do teorema de Rolle nos segmentos — 
contrar os valores correspondentes de E 


onde а < &« b. 


x — x? satisfaz as condições 
< x«0, e 0« x« 1. En- 


Solução. A função (5i é contínua e derivivel para todos os valores de x; além 
disto, f(— D = /(0)  /(1) ~ 0. Assim, o teorema de Rolle pode ser aplicado nos seg- 
mentos — 1 < x 06 0 < x & 1. Para encontrarmos o números compomos a equa- 
são: уча) = 1— 35 = 0. Donde Ey 
соот 

757. A função f(x) = Ў( 2)* nos extremos do segmento [0, 4] 


toma os valores iguais /(0) = /(4) = ¥3. É válido para esta função 
о teorema de Rolle no Segmento (0,4)? 


VE YE sento, que AE e 
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758. Cumprem-se as condições do teorema de Rolle para a função 
Sa) = tgx 
no segmento [0, я)? 


759. Seja 
f(x) = x(s + 1) (5+ 2) (s + 3). 
Demonstrar que a equação 
n F(x)=0 
tem três raízes reais, 
760. A equação 
é=i+x 
tem, evidentemente, uma raiz x = 0. Demonstrar que esta equação 
não pode ter outra raiz real. 
1. Verificar a validade das condições do teorema de Lagrange 
para a função: 
Да) = х—з* 


no segmento [—2, 1] e achar o valor intermédio correspondente de E. 
iren e deivávl para todos o, valores 
Assim, pela fórmula de Lagrange teme /(1) — /(--2) — 
a. ma a PO a a oana esa A La E 
vaior É = — Í, para o qual é justa a desigualdade 
762. Verificar a validade das condições do teorema de Lagrange 
© achar o ponto intermédio correspondente E para a função J(x) — 
4/2 no segmento [—1; I]. 
763. No segmento da parábola y compreendido entre os 
pontos A(1; 1) е B(3; 9), achar um ponto, cuja tangente seja paralela 
à corda AB. 
764. Aplicando o teorema de Lagrange, demonstrar a fórmula: 
sen (x + Л) — sen x = hcos%, 
onde х < ЕСА. 
765. a) Verificar a validade das condições do teorema de Cauchy 
para as funções f(x) =x*+2 e F(x)=x"—1 no segmento[1, 2] e achar É 
b) idem para f(x) = sen x e F(a) 


cos x no segmento [ 


$8. Fórmula de Taylor 

Se uma função /() é continua e tem derivadas continuas, inclusive de grau (n — 
= 1) no segmento a ж € P (on d e a « ah е que para cada ponto interior do 
mesmo existe uma derivada finita /fnis) neste” intervalo é justa a Jormuia de Taylor" 


I = fla) + (x — a) fa) + 


E н "=n 
onde Ema + Of — a) e 0 < 0< 1 


на. FORMULA DE TAYLOR т 


бом caso particular, quando а د‎ Q teremos (fórmula de Maclewrin) : 


ЕЕ 


ru rms “лч. 


mr 


ЕСРИ 


‚ 766. Desenvolver o polinômio f(x) = x? — 22° 3x +5 em po- 
/téncias inteiras e não negativas do binômio х—2. 
s 


Solução. f'(a) = 3 — Ax + 3; f) = Gr — 4; f^) = 6; Aa) = 0 para 
>4 Du 


NR =s f" =6 


بو 


а - 


te 
2 


D+ {ж — 2h (n 2‏ )7 +11 س 3 Rath dx h‏ کو 


x) = em potências do binômio 
а (x+ DR 


© 767. Desenvolver a função 
x+ 1 até o termo que conte 


ag (e) me para todo on m, jim (1) Lo 


768. Desenvolver a função /(x)=Inx em potências de x — 1 
о termo com (x — 1) 
‚ 769. Desenvolver a função /(x) = sen x em potências de x até 
| termo com х? e com x°. 

. volver a função f(x) = 4 em potências de x até o 
no com a*-. h 
771. Demonstrar que a diferença entre sen (a + Л) e sena + 
\ cos a não é maior que + ht, 
772. Esclarecer a origem destas fórmulas aproximadas: 
a) (Eze babe 


Y) Frail «—} 


avaliar o erro das mesmas. 
773. Avaliar o erro da fórmula: 


FEFA, 
саара. 


[EET 
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774. Um fio pesado, sob a ação do próprio peso, pende, formando 
uma catenária y = acosh ^. Demonstrar que para valores pequenos 


de |x| a forma, que toma o fio, é expressa, aproximadamente, pela 
fórmula da parábola: 


2 
у=а+ 
775**. Demonstrar que quando |x| € а, com uma precisão 
de até E ]verificasse a igualdade aproximada 
FEX 


$9. Regra de L'Hóspital — Bernoulli para o cálculo 
de limites ifdeterminados 

1º, Cálculo de limites indeterminados das formas © е 2. Sejam as funções uni- 
formes fta) e p(x) deriviveis para 0 < | x — а | < A, con tanto que a derivada ẹ'(x) 
não se reduza а zero. 

Зе/() e (3) sho infinitamente pequenas, ou infinitamente grandes, quando ж — a, 
uma expreso indeterminada 


isto ё, se a razão ZC} representa no ponto x 


mE 
das formas 2 ou Y teremos, que: 
"a " 
tim ZM tim L 
i-a (a) жуа), 


com a condição de que exista o limito desta razão das derivadas [regra de L'Hispi- 
dal Bernoulli), Esta regra é, também, aplicável no caso, em que a = co 

Sea razão” E torna a dar uma expressio indeterminada no ponto х = a 

yu 

de uma das dual formas antes citadas e (3) e 9503] satisfesem a todas as condições 
que se formularam para е) ^ pia), aplica se, novamente, a mesma regra, о que re» 
Solta na Tanto das segundas derivadas € assim sucessivamente, 

È, no entanto, necessário recordar, que pode existir o limite da razão a 

КЕ 


que a razão das derivadas tenda a limite algum (ver o nº 809). 


2. Outras formas indeterminadas. Para calcular os limites de expressões inde- 
terminadas da forma 0 » о, vamos transformar o produto correspondents /(s) - Ji). 
onde lim (3) = O е lim f(a) = co na razão: 


да (ua © 
A 

Sat) лб) 
A A 


correspondente diferença f(x) — fla) mo produto fit) p- S e calcular, 


Jin 
As expressões indetermitadas das formas 1º, 0 в со® são calculadas, procurando- 
iamente, seus logaritmos e encontrando-se o limite do logaritmo de grau 
respondente ГЛ}! (para que é necessário calcular ал expressões indetermi- 
0 e). 


da forma 
Em certos casos é útil combinar a regra de L'Hóspital — Bernoulli com o cálculo: 


limites por meios elementares. 
Exemplo 1. Calcular: 

tim 

por 

Solução. Aplicando a regra de L'Hóspital — Bernoulli, teremos: 


o Р 
Obtemos uma expressão indeterminada da forma É , mas não é necessário aplicar- 


mos, outra vez, a regra de L'Hóspital— Bernoulli, já que: 


Reduzindo a fração a um denominador comum, teremos: 
( 3 ) im PEZ (forma indeterminada. B 
Dar c rigen g 


7 Antes de aplicarmos a regra de L'Hôspital— Bernoclli, substituimos o denominador 
da última fração pelo infinitésimo equivalente (cap. 1, $4), 4" sen" ғ ~v xt. Teremos: 


ERE 


(forma indeterminada 3) 


Pela regra de L'Hóspital — Bernoulli 


AAA 7 
LIN E ST 
A seguir, por meios elementares, teremos: 
tm [An EA 
REF тшш ы-и 


so CAPITULO п, DIFERENCIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


Exemplo 3. Calcular: 
(cos 25)! (forma indeterminada 1%). 


Achando-se o logaritmo e aplicando a regra de L'Hêspital— Bernoulli, teremos 
[rm PELLI NE 
o seo A bcm 


Portanto, 


Jim (cos 2a e, 


Achar os limites, que se indicam, das seguintes funções: 


9). 


789. lim arcsen x ctg x. 
0 


791. lim x sen &. 


788. lim (1 — a) tg BE. 
790. lim (3*7), n >0. 


792, lim x" ser n>0, afo. 
793. lim ln x ln (s — 1). 794. lim ( 


49. REGNA DE L'HOSPITAL — BERNDULLI PARA O CÁLCULO 
Solução. 


tim = 
sali ne 


P eu $ П 
Е aT 
797. lim (e 798. lim s. 


Solução, Temos sf = y; in y = xina: lim In y = lim x In 


e eio 


= lim BE tim Lo, dal lim y= 1, isto é lima” 
aee 1 rest ped e 
799. lim*" 800. lim after, 
Pei pst 


807. lim. Gr 5 808. lim (ctg ams 
809. Demonstrar que os limites: 
asn L 
е * ПРЕССУ 
em De 


802. lim (1 — x) *- 


в 


здо podem ser encontrados pela regra de L'Hôspital — Bernoulli. 


Encontre-os diretamente, 


و | 
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810*. Demonstrar que a árca de um segmento circular com um 
ângulo certral a pequeno, que tem а corda AB = be a flecha CD =h 


FIG. 20 


(fig. 20), é aproximadamente, igual a 
Seth 
E 


com um erro relativo tão pequeno como se deseje, quando x= 0. 


Capítulo III 


EXTREMOS DA FUNÇÃO 
E APLICACOES GEOMÉTRICAS 
DA DERIVADA 


81. Extremos da função de um argumento 


1%. Crescimento e decrescimento das funções. A função у = Да) se chama 
crescente (decrescente ) cm wm determinado intervalo (segmento), quando para quais. 
Suez pontos x, e ту deste intervalo (segmento) pode-se deduzir d io = 
ЧЕ жу а desigualdade f(x) < ху) (fig. 21, o) (fa) Да) (fig. 21, b). Se a função 
Jis) & contínua no segmento (o, 2] е 7/2) >> 0 (f(a) = бу para а < ж = b, а função 
n) cresco (decresce) neste segmento [a, ]. 


x 1] 


1 
1 
Н 

e 


rte. 21 FIG. 22 
Em casos mais simples o campo do existência da função f(a) pode ser dividido em 
"um número finito de intervalos de crescimento e decrescimento da função (intervalos 
de monotonía). Estes intervalos estão Imitados pelos pontos críticos de x (001: / (5) — 
= бов não existo / (2) : 
Exemplo 1. Investigar о crescimento e decrescimento da função 
" post 243, 
Solução. Achamos a derivada 
yi -i-£e-ag. o 
‘Daqui y^ — O para x — 1, Neste eixo numérico obtemos dois intervalos de monotonía 
Ca: 1) е (1. Eco). Pela fórmula (1) temos: 1) se =D < x ево y — D, 
Bertani a função 75) decresce mo intervalo (O, 1 
Э > б, portanto a função J[) cresce mo intervalo 
o 


13% 102 < +00, então 
+00) (вв. 23), 
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Exemplo 2 Dotorminar os intervalos de crescimento e decrescimento da função 
1 

42 

Solução, Neste caso, # = — 2 é o ponto de descontinuidade da função e 

< 0, quando x ê — 2, Portanto, a função y decresce nos intervalos 


«2< x< +. 
Exemplo 3. Investigar o crescimento е decrescimento da função 


Solução. Temos 
do. e 
Resolvendo а equigto #4 — +# — 0, encontramos os pontos 3, — — 1, жу = ea 1, 
nos quais a derivada у se anula. Como у, pode mudar de sinal samente an passar por 
pontos em que esta so faz igual a zero oa fem logar uma descontintidade (peste caro 
бадо não há pontos de descontinuidade para ул), teremos que em cada um dos inter. 
valos (eo, 21), ( 1 0] (0, 1) е (1, Hee] a derivada conserva um mesmo sinal, pelo 
qual em cada um discs intervalos à função que investigamos seri monótona. Para 
determinar em quais destes intervalos cresce а função o em quais decresce, é preciso 
saber que sinal tem a derivada em cada um deles. Para conhecer o sinal de Y noi 
Secco (oo, — 1) € suficiente репо Sal de Ул em qualquer ponto deste intervalo, 
Tomando, por exemplo, ж = — 2 da equação (2), obtemos y = ; portam 
3 2-0 mo intervalo (09,1) nde à função é crescente. Do mesmo modo 


achamos que у" Ono intervalo (— 1, 0) (para provi, pode-se tomar, por excipio, 


x= — Diet no intervalo (0, 1) [aqui pode-se tomara = s бөтене, 


2 2 
y" > 0 no intervalo (1, +00), 

Desta forma, а função estudada cresce no intervalo (— 20, 
1) e volta а crescer «m (1, Le) 

2º, Extremos da função. Se existe um entorno bilateral do ponto xa tal, que para 
qualquer outro ponto = # xy deste entorno se verifica a desigualdade /(:) > flag), 


1), decresce em (— 


FIG. 23 


соно ag recone o nome de pont minime da fango y = fl) e o número Jn, o de 
minimo desta fungio y = з}, Da menma, loma, se para qualquer ponto s É ap de 
{а no deteeciiendo dà prater, me velis e deseninde ДӨ flee "E 
à nome de ponto máximo da tangao До) e /(s). o de máximo desta função: (ig. 23). 


$1. EXTREMOS DA FUNÇÃO DE UM ARGUMENTO as 


to minimo ou máximo de uma função se chama, também, ponto extremo e o 
‘mirimo ou máximo desta função, o de extremo dels, Зе ea шт poni cuirean dE бы 
{до fl. temos que flv) = 0 (ponto estacionário), ou sio exite Je) (esa ШЫ 
cesárias para a existência de extremos). A proposição reciproca aho! € conta, ne 
que оз pontos nos quais (3) = 0, ou que não exitem JD (pom SO ad 
Bão obrigatoriamente pontos extremos da função. Jia) As comido eub imis i 
esitência ou ausência de extremo do uma função contínua а) edo dadas palas зейш, 
des rogras: 

1. Se existe tal entorno (у — B, лу + 8) do ponto critico xy. no qual f'(a) > 0 
pora ж, — #< э < же f'(a) O para лу < ж < ж + В, O рош) лу ми a Dot 
шахит da função f(3); se, ao contrário, js) < O para жу = 8 = а © хе ар ей 
рма э < = < xo + В, о ponto x, seri um ponto minio da Função a) 

Se, finalmente, pode-se encontrar um número positivo 8 tal, que 7 (2) conserva 
dnvariável seu sinal quando 0 < | x — ү < 8, o ponto ag não será um perro DONE 
da função f(x). 

E af si ri mismo da мдө Je e 13050 

OO e 


CAL O mad usi DONO, minto de, fenis да да função DO e 
PERCO ED, 6 porto no não é ponto extraia UH 
a erros sapor que pin das fies dades de (qua 
“pão se anula во ponto p é d ordem À Жеме сы e PE pa a trate a Л), que 
ponto extremo, que serk máximo se Л) = 0 e minima ee орото табеті um 
EE no e dem ponto Е 
saio 4. Achar os extremos da função 


у= +зЁў#. 
Solução. Achamos a derivada 


18.2% 

Y 
gsslando а zero а derivada y obtemos que: YT + 1—0. 

Dat м, deduz о ponto estacionário sy — 1. Pela fórmula (9, tomos: se x — 
Ды) 1h, onde A pode ser qualquer nümero positivo заа отон paguina. 
ED y > O; ae, aê entero, TOPA, Be tem < 0°). Por conseguia i 

18 um ponto máximo da função y, sendo yeas > T. 
Igvalando a zero o denominador da expressão em (3), temos: 
5-5 

4 achamos o segundo ponto crítico xy = O da função, para o qual não existe deri 
PM y quens to Pci te Oda feo ere о qui não cra аен. 
> û. Portanto, xy — O é um ponto minimo da Função у, tende pu C d етее 


À investigação do Comportamento da função mo ponto w, = = peli aor des tris 
bém através da segunda derivada. ja А A 


Qe э. [I 


pae А 


EA 


Ташов y” 0, quando xy — Le, portanto, # — — 1 é um ponto máximo da 
Tomo y a po é um ponto más 


do s alerte mínimo = máximo absolutos. O valor minimo (máxime) absoluto 
эта função continua f(x) num dado segmento [a,b] 4 obtido бш mos pontos tri 
ticos da função ou nos extremos de tal segmento. T 

esl де 240 for fácil determinar o sinal da derivada y”, pode se calculá 10 por meios 
Avitméticos, tomando como A um número” positivo sifidontemente pequeno, 


* 
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Exemplo:5. Achar os valores mínimo e máximo absolutos da função 815. y 
p= 83843 


mec. 


no segmento 13 < 5&2 ELE erre 818. y = (x —3) ya. 
"sm. у= > 182009 5. e 
821. y = x In x. 822. y = arcsen (1 + x). 
823. y = eee, 824. y 
E 


825. у= ©. 


Estudar os extremos das seguintes funções: 

826. y = x + 4x + 6. 

Solução. Achamos a derivada da função dada y’ = Ze + 4. Igualamos y'a zero, 
obtemos o valor crítico do argumento x = — 2. Como y < O para к= Ley 30 

M. ees a = = $ um ponto minimo dà função dad, sendo Ja 2. 

feremos o mesmo resultado, recorrendo ao sinal da segunda derivada du 
critico: y^ = 250 EH vod 

827. y=2 4+ x— а 828. у = х% — Sé 3x 4-2. 

829. у = 28 + 3х4 — 12х + 5. 

Solução. Achamos a derivada, 

y =e + ба — 12 — бой pe? 

Igualando а sero a derivada 3º, obtemos os pontos criticos s, = — 2 е x, 
Para determinar o caráter do extremo calculamos a segunda derivada y” = (24 4 
Coma у” (—2) < 0, о ponto жү = — 2 um ponto máximo da função y, sendo Yass 
М dud, Por analogía, teremos que y"(1) > б: por isso 4, 1 6 um ponto mimt da 


FIG. 24 Junção y, sendo ymin = — 2. 
Solução. Já que 830. y = ха — 12)? 831. y = x(x — 1)? (x — 2)* 
y-3-5 832. £o 833. CEPTEN 
catão os pontos cics da função y so: at m — 1 e эу = 1 Comparando os valores p EE IE 
жалшы saque de io io a эм. y= Lan 835. y کا‎ 
A A O ad: fal) ond 
veado mes [enn i) E: 
chegamos A conciuito (fig. 29) de que o valor mínimo abwolato da função m — 1 é 
obtido no ponto я = 1 (no ponto minimo) е o máximo absoluto A no 838. y = 12 839. y — 2 sen 2x + sen 4. 
ponto x = 2-L (no ponto extremo direito do segmento) $40. y = 2 cos É + 3cos $ MLy—x—1In( + a). 
Eu. y 
Determinar os intervalos de decrescimento c crescimento das вы y 
Quer 846. y = x", 
811. y = 1 — 4x — xt. 
813. y = (x + 4)? BME y — x — arctg x. 
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Deterininar os mínimos e máximos absolutos das seguintes fun- 
ções nos segmentos que se indicam (quando não se indicam os seg- 
mentos, os mínimos е máximos absolutos das funções devem ser 
determinados em todo o campo de existência) 


849. y q 850. y = х0 xj. 


EI 
851. y—senia-costx, 852. y = arccos x 
853. у = x? nosegmento[—1, 3]. 
854. y — 2 4 338 — 1254-1; 
а) nosegmento[—1,5]; Б) no segmento [—10, 12]. 
. 855. Demonstrar que para valores positivos de x é justa a des- 
igualdade 


CHRIS 


856. Determinar os coeficientes р е q do trinômio quadrado 
у = к* 4 px + q, de forma que y — 3 seja um mínimo deste tri- 
nomio, quando s = 1. Dar a explicação geométrica do resultado 
obtido. 


857. Demonstrar a desigualdade 
> 1+ x, quando x #0. 
Solução. Examinamos a função 
di) e — (a. 


Por procedimento comum encontramos que esta função tem um mínimo único /[0) — 
diss q г inimo único Д0) 


A Д0) parar O, é, 
Wolke рма я 40) 
о que queríamos demonstrar. 


Demonstrar as desigualdades: 
858. x — "sen x < s, quando x > 0. 


859. cos x > 1 — Ê, quando s + 0. 


860. x — Ê < In (1 4 x) < s, quando a > 0 


861. Dividir um número positivo dado a em dois termos, de tal 
forma que seu produto seja o maior possível, 

862. Torcer um fio de arame de comprimento } de maneira a 
formar um retângulo, cuja área seja a maior possível. 

863. Qual dos triângulos retângulos de perimetro dado, igual a 
2p. têm maior área? 

864. É necessário construir uma área retangular cercada em três 
de seus lados por uma rede metálica e que o quarto lado seja adja- 
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te a um longo muro de pedras. Que forma será mais conveniente 
шт a superfície (para que sua área seja maior), se dispomos de / 
otros lineares de rede metálica? 

865. De uma folha quadrada de papelão, com lado a, devemos 
fazer uma caixa retangular aberta que tenha a maior capacidade 

el cortando-se quadrados nos ângulos da folha e dobrando 
Hopois as partes salientes da figura em forma de cruz assim obtida. 

866. Um depósito aberto, de folha de lata, com fundo quadrado, 
deve ter capacidade para v litros. Em que dimensões deve ser feito 
depósito para que em sua fabricação se gaste a menor quantidade 
possível de lata? 

867. Qual dos cil 

tal? i А 
Rg. Inscrever numa esfera dada um cilindro de volume máximo. 
809. Inscrever numa esfera dada um cilindro que tenha a maior 
tie lateral possível. 
SPO Inscrever lem uma esfera dada um cone de volume máximo 

871. Inscrever em uma esfera um cone circular reto que tenha 
a maior superficie lateral possível. 

872. Circunscrever em torno de um cilindro dado um cone reto 
que tenha o menor volume possível (os planos c centros de suas 
Bases circulares coincidem). 

A73. Qual dos cones circunscrito em torno de uma esfera tem o 
menor volume? 

874. Uma faixa de lata de largura a deve ser encurvada em forma 
de canalete cilíndrico aberto (fig. 26). Que Angulo central y deve-se 
tomar para que o canalete tenha a maior capacidade possível? 


dros de volume dado tem menor superfície 


2 с 
p [ 
<>, q 
4d 
A 1 
AB M 
FIG. 26 FIG, 27 


875. De uma folha circular deve-se cortar tal setor, que enrolan- 
do-o, possa-se obter um funil que tenha a maior capacidade possível. 
876. Um recipiente aberto é formado por um cilindro, cuja parte 
inferior termina numa meia esfera; a espessura de suas paredes é 
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constante. Que dimensóes deverá ter tal recipiente para que, sem 
ilterar sus capacidade, se gaste em sua construção a menor quan- 
tidade possível de material? 

877. Determinar a altura mínima û = OB que pode ter a porta 
de uma torre vertical ABCD, para que através del се possa Intro- 
guzir na torte uma barra rígida MN, de comprimento /, cujo extremo 
resvalará ao longo da linha horizontal АВ. A largura da torte € 
de d —1 (fig. 27). 

878. Em um plano de coordenadas se dá um ponto Мз, y), 

“situado no primeiro quadrante. Fazer passar por este pom шла 
reta, de tal forma que o triângulo, formado entre ela e оч semi-eixos 
Positivos de coordenadas, tenha a menor área possível. 

379. Inscrever em uma elipse dada um retângulo de maior área 

Possível, que tenha os lados paralelos aos eixos da própria elipse. 
ángulo de maior área possível no segmento 
2 px, cortado pela reta x — 2a. 


881. Achar o ponto de uma curva y = 


‚ no qual а tan- 
+. 


gente forme com o eixo OX o Angulo de maior valor absoluto 
possível. 


de que, à ydocidade de movimento pela margem é vezes maior que 
9 movimento pela água, determinar sob que Angulo ele deverá аба. 
pessar o rio, para chegar ao ponto B no menor tempo possível. A 
dargura do rio é de A, a distância entre os pontos A e Н (ao longo 
da margem) é d. 


а, que une entre si dois focos de 
luz Я (de intensidade д) e B (de intensidade 9), achar o ponto menes 
iluminado M (a iluminação é inversamente proporcional ao quadrado 


do Angulo de incidência dos raios luminosos € inversamente propor. 
cional ao quadrado da distância ao foco de luz) 

385. De um tronco redondo de diâmetro d deve-se cortar uma 
yiga de seção retangular. Quais deverão ser a largura x > altura 
desta seção para que а viga tenha a resistência máxima possivel, 
a) na compressão; b) na flexão? 


v А resistência da viga à compressão 8 proporcional А Area de sua se- 
São tranaversal e a resistência à Лехдо é proporcional ad produto da штшта desta 
Seção pelo quadrado de sua altura 
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uniforme AB que pode girar em torno do ponto 
A ну а carga Q kg à distáncia de а cm do ponto А 
an Балда em equilibrio por meio de uma força vertical P, apli- 
ás no seu extremo livre B. Cada centimetro de comprimento da 
a g kg. Determinar o comprimeato x da mesma de tal 

ma que a força P seja a mínima possível е achar Pat 


p FIG. 28 


estão si inha reta. A esfera A, de massa M, choca a um: 
Шуу cea citra B. à qual, pecetiendo шга сена eur 
choca-se, vez, com a esfera С, cuja massa é m. Que 
[massa deverá ter a esfera B para que a velocidade da esfera С sefa a 
maior? ышы 
888. Se tivermos N pilhas elétricas idênticas, com elas podemos 
formar baterias por diferentes formas, unindo entre si grupos de n 
й nin 
ilhas em série e depois, os grupos assim formados (em número * } 
“em paralelo. A intensidade da corrente que proporciona uma bateria 

deste tipe se determina pela fórmula 


id 1 Nm 


NR wr’ 


{ 887*. Ds centros de trés esferas perfeitamente elásticas А, B e 


` ende£ éa força eletromotriz de uma pilha į, sua resistência interna. 
E resistência externa. | 
C 'bstemimar para que valor de ө € maior intensidade de comente 
е proporciona a bateria. MEM 
m m Determinar que diâmetro y deverá ter a abertura circular 
“de um dique para que o gasto de água por segundo Q seja e 
possivel se Q = суй — y, onde A é a profundidade do ponto infe- 
rior da abertura (tanto A, como o coeficiente empírico ¢ são 
© constantes). 
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300. Se x, xy .., x, são os resultados de medições igualmente 
precisas da grandeza x, seu valor mais provável será aquele para o 
qual a soma dos quadrados dos erros 


=D. 


tenta o valor mínimo (Principio dos quadrados minimos ) 
Demonstrar que o valor mais provável da grandeza x é a média 
'mética dos resultados das medições, 


$2, Direção da concavidade. Pontos de inflexão 


1". Concavidade do gráfico de uma função. Se diz que o gráfico de uma fon 
são Gilerenciâvel у — Да) € côncava para baixo no intervalo (er b) (ou сўнгги fors 
cima no intervalo (au Б), so para a < я < b о arco da curva es situado ab 
(ou, comespondentemento, para a < x < D, acima) da tangente” trapada em quel 
quer ponta do intervalo (a, 8) (ou no intervalo (a, 2) (fig. 29), A condição aulic uats 
para que no gráfico y — fn) a concavidade esteja dirigida para baixo (ой para cima), 
é que se verifique no intervalo correspondente & desigualdada 


f") <0 — (0. 


seria) 


CEA 
FIG. 29 


by 


18) conserva os sinais constantes, e contrários 
nos intervalos ж, — B< y < же а, с жс җ + Ж, onda $ É Um ninao 
Positivo determinado e não será ponto de inflexão se os sinais de /^ (4) mos matarlo, 
citados são iguais 


Os DE INFLEXÃO эз 
43. DIREÇÃO DA CONCAVIDADE. PONT: INFLEXA 


ir os intervalos de concavidade c convexidade e os pontos 


Exemplo 1. Determinar os 


de inflexão da curva de 


y 
Solução. Temos 


y-—àet 


gre (it 2 


Tgualando a segunda derivada y” a zero, achamos os pontos críticos de 2a, espécie 


Estes pontos dividem o eixo numérico —co < x < +» em três interval 
раша ета 
DALE or vut eden do 2 em 9º), PU Ber e c 


Lo << + o: 2) cóncava 
Será; ) сата para cima para o < 4 < — үр е 7 *e 2) 


+ до 


E1, 2) são pontos de inflesão 
E os go (21, tom 
(fig, 30). 


vido à simetria da curva de Gauss em relação ao cixo 
Devemos observar que devido à simetria da curva de Gi T4 
OY, teria sido Suficiente realizar a investigação do sinal da concavidade desta 
no mico De rcr +, 

Exemplo 2. Achar os pontos de inflexão do gráfico da função 


vr 


Solução. Temos 


o 


É evidente que y” não se anula em parte alguma. 
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Igualando a zero o denominador da fração do segundo membro da igualdade 
(1), teremos que y" nào existe para х= — 2 Coma y > D para ¥< — 2e y” < D 
para x > — 2, o ponto (— 2. 0) é um ponto de inlêxão (ig. 31). A tangente A ente 
ponto é paralela an eixo das ordenadas, já que a primeira derivada y € infinita para 
push: 


FIG. 31 


Achar cs intervalos da concavidade e os pontos de inflexão dos 
gráficos das funcües: 
891. у= a? — 6x? офа 


892. y = (x + 1) 
1 а 


893. y - 894. y SS 
EE Tua 
895. y = Ўз 896. y — cos x. 
897. y Hd 898. y — x In x 
899. y 900. y = (1 + х9) e. 


$3. Assintotas 


1º Definição. Se um ponto (s, y) se desbca. continuamente por oma curva у = 
- f(x) de tal forma, que pelo menos uma de suas coordenadas tenda ao infinito, em. 
quanto que a distância entre este ponto e uma reta determinada tenda а zero, esta 

Feta recebe © nome de assimtota de curva. 
2º, Assintolas verticais (paralelas ao cixu OY) 


lim fi) =. 


Se existe um múmero a tal que 


Rei کد ت‎ deis (ерини) 


3 Assintotas obliquas (em relação aos eixos das coordenadas). Se existem os 
limites 


шә: LL „у, 


E Vim Ui = һа] = b. 


+ b, será assintota (obliqua à direita, ou se A — 


horisontal direita, 
хө OX) 
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a 

= و = اا ji‏ 

$ — е + by é amaintota (oblíqua à esquerda, ou зе 3, = 0, horizonta! esquerda, 
RU. “д кто de função y = /(s) (que se fupe uniforme) não pode 
pareja бө toma ашыны direita (obliqua ou Horizontal), nem mais de wma amintota 


Solução. Igualando a zero o denominador, obtemos duas assíntotas verticais 
mle x21 
Vamos procurar as amíntotas obliquas. Quando — + =D, teremos 


EN 


+з 
| 
Б 


FIG. 32 


Desta forma, a assíntota esquerda 6 y — — x (fig. 32), A investigação ias assin 
totas desta curva pode simplificar-se se considerarmos Sua simetria 
"Exemplo 2. Achar а asintota da curva 


n" 
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Solução. Como 
lim y=—00, 
E 
a reta ж — O será uma assíntota vertical (inferior) Vamos investigar a curva para 
achar somente a amintota obliqua direita (jå que x > 0). 
Temos: 


к= dim X. 
eos 


b= dm(y—»)- lim lo = o. 


e mid oso AEE 

Se a curva é dada pelas equações paramétricas ж = p(t); y = (A, em primeiro 
fugas ae investan ш Basta f ten Talon paca To Quais uma a че 
О е toene ылайы enganio que a outra permaneça ia Soja Шаў = A 
e ша ф0 = В. Se A = о е В у en ома a шуа tem шша asintota ойгон 
y 2 im А а ө Hm со, сайыш анон vrtial m А: Sa A — В = 
2 To ina amps que 


tim 90 а; tim (9) — je] =. 
pr з т 
a curva terá uma asstntota obliqua y = jx + D. 
Se a curva é dada em forma de equação polar r = 709), suas assíntotas podem 
ser encontradas pela regra anterior, reduzindo-se a equação da curva à forma para 
métrica pelas fórmulas” 


x= cos q = flp) cos q: 


y =r sen mfi) епт. 


Achar as assimotas das curvas: 


910. y =. 
912. y = 12. 
913. у= а (1+3). 914. y y =t + 2 arctg t 


915. Achar a assíntota da espiral hiperbólica ғ = S 
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Construção de gráficos das funções por seus pontos 
'acterísticos 


Чем campo de deinigao, E conveniente assinalar também previamente certas 

liar dades das funções [se estas existirem) como: simetria, periodicidade, constân- 

“do anal, monotonia, ete. 

“À seguir deve-se achar os pontos de descontinuidade, os pontos extremos da fun- 

, оз pontos de inflexão, as assintotas, etc. Os elementos encontrados” permitem 
o caráter geral do gráfico da função c obter seu desenho matemático ver- 


=н» 1. Construir o gráfico da җе 
а 


Зәрде. a) A função existe em todas as partes, menos nos pontos «= 1 1. 
fungdo é impar, portanto o seu gráfico será simétrico em relação ao ponto O (0; 0). 
circunstância simplifica a construção do gráfico, 

b) Os pontos de descontinuidade são x  — I 


Ж = 1, ao mesmo tempo que 
os Hm y- тое lim у= Fo, portanto as retas  — + 1 sio assintotas 


=. д 
E 


NE rines as assintotas obliquas. Teremos; 
> 
р Раа то 
E AETA 
partant, não existe asstntota obliqua direita, Como o grin é simétrico, também 
A i 


û) Encontramos os pontos críticos de la. e Za. espécie, isto é, os pontos em que 
Anula ou não existe a primeira, ou em correspondência, a segunda derivada da fun- 


e 


£ 57 deixam de existir unicamente quando x = 4 1, isto é, só nos 
tampouco existe a própria função у, portanto serão pontos críticos. 


EL em que уоп y” se ышат. 
n Y =0 parar 


Ys: 


Y =0 риа r=0er=43 


ON 
lentemente y^) em cada um dos 
sinalados, basta determinar o sinal de y” (ou de y") em um ponto qual- 


año colocados, para maior comodidade, numa 
Juntamente com os dos cálculos das ordenadas dos pontos carac" 
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terísticos do gráfico da função. Deve-se assinalar que, devido ao fato de ser a função 
y impar, é suficiente fazer os cálculos somente para x > 0; a metade esquerda do 


{Шш нана pulo principio da акшы leas 
тамат 
„| | у |1 [атэ liza зз] э |& +0) 
‚| = |+ | + d MES 
ае ES o + m | 


+ o " 


A fun- | Pone À fun- 
ção to de | ção 
Cresce; | infle | creser 


o gráfi- | xao | o gráti- 


EN E 
côncavo côncavo 
pars para 
Sima Baixo. 


€) Com os resultados da investigação construimos o gráfico da função (f 
Exemplo 2. Construir o gráfico da função 
mx 


Solução. а) O campo de existência da função é: 0< x< +00. 
5) No campo de existência não há pontos de descontinuidade, porém ао aproxi- 
mar-so ао ponto limite (y = 0) do campo do existência, teremos 
lim y = ша RE 
Portanto, a reta # = 0 (o eixo das ordenadas) é uma assíntota vertical. 
©) Procuramos a asstntota obliqua diceita ou horizontal (já que a assíntota obliqua. 
esquerda não existe, pois não € possível que x > — co) 
k= dm L=0, 
b= lim y-0. 
E 
Portanto, a assíntota horizontal direita € o eixo das abscissas: y = 0. 
8) Achamos os pontos críticos. Teremos: 
утас da 
2-3 


E 


y 


RÀ 


у ey existem em todos os pontos do campo de existência da função dada e 
y =0, se ln x = 1, isto é quando x 
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Y = Qaem x= ito 6, quando s= d 


FIG. 33 


Fazemos a tabela, na qual colocamos os pontos característicos (tabela П), Neste caso, 
além dos pontos característicos encontrados é conveniente achar os pontos de inter- 
seção do gráfico com os eixos das coordenadas. Fazendo y == 0, encontramos x = 1 
ponto de interseção da curva com o eixo das abscissas); o gráfico não cruza com o 
eixo das ordenadas, 

©) Com os resultados obtidos construimos o gráfico da função (fig. 3) 


FIG. 34 


100 


cartruto rr. 


Tabela 11 


não existe 


não existe 


y 
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interseção | cresce; о 


gráfico é 


função. As- | para baixo 


campo de 
definição da | côncavo 
sintota 
vertical 


teira do 


Conclusões | Ponto fron- | A função | Ponto de 


y Y 4. CONSTRUÇÃO DE GRÁFICOS DAS FUNÇÕES POR PONTOS w 
Construir os gráficos das funções que se indicam abaixo, determi- 
mando o campo de existência de cada função, os pontos de desconti- 
nuidade, os pontos extremos, os intervalos de crescimento e decres- 

ento, os pontos de inflexão de seus gráficos, a direção da concavi- 
dade e da assintota dos gráficos: 


916. y = س‎ 917. y = HZ, 


ГЕСТ 
+ 
2042, 
2-1 
ERES 


918. y = (x — (x2. — 919. y 
92. y = 


923. y = 


938. y=22+2 EFF. 939. 
9%. y= YRT- pap 


Ve» 
$e у= (a+ $) e 
949. y = (2 + xen. 


le] — at. 


952. у= ал. 


954. y = (x + 1) In? (x + 1). 
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957. y= In (1 + е). 

sen x+ cos x, 

= cos x — cost x. 


1 
sen 1 + eos 


965. у = sen x - sen 2x, 
966. y = cos x соѕ 2x 


968. x = arcsen (| — x). 
970. y= 2x — tg x. 


971: y = x arctg x. 
972. y = xarctg EE quando x #0. 
ey=0, quando x= 0. 


973. y = x + 2 агссі x 974. y = + arcctg x. 


975. y = lr senh x. 976. y — Arcosh E + 


eme 978, y = emm Y, 


екин, + 980. y = In sen x. 
981. y= а [5— 982. y = In x — arctg x 
983, y = cos x — In cos x. 984. y= arctg (In x). 
985. у = arcsen In (x? + 1). 986. y = a". 


987. y = х". 

Recomenda-se também construir os gráficos das funções indicadas 
nos nºs. 826 — 848. 

Construir os gráficos das seguintes funções, dadas em forma para- 
métrica: 

988. x = 21, y 

989. x = a cos t, y 

990. x = t y te. 

991. x — t e*, y — 20 4 e^ 
alsenh £— i), y = a(cosh £ — 1) (a >0). 


LEE 
a sen t (a >0) 
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| $5: Diferencial de arco. Curvatura 


Diferencial de aco. A dierencil do arco de uma curva plana e regular 
ana por eint equação em coordenadas cartesianas Y o y é expresa pela fórmula 


wes ds m Yan s 
“ El a equação da curva tem a forma (todas as funções derivam-se continuamente) 


— CIA lo ч 
зеле, е a (EJ es quanto es 


EU 
o «чө te= | + (E os quanto ay >o; 
er «чә a [E] e (rJ а quanto >o: 
و‎ 

n [ESA FS FER Я 
Фани чо o TEE ш _ FEE y 


/. Chaimando de a o ângulo que forma a direção positiva da tangente (isto é, diri- 
no sentido de crescimento do arco variável de curva 2) com а direção positiva бо 


«= varra- e (4) E 


Chamando de $ o Angulo formado pelo raio polar de om ponto da curva ea tan- 
À curva neste mesmo ponto, teremos: 
a 


capo S, 


de 


sen pr SE 


Curvatura de ama curva. Chama-se curvatura K de uma curva regular, em 
to М. o limite da razão do ángulo que formam as direções positivas das tan- 
a esta curva nos pontos M e N (Angulo de adjacência ) ao comprimento do arco 


= As, quando N-e М (б. 39), isto 6, 


Ӯ к= Um a“, 
armo As de 


260 Angulo entre a direção positiva da tangente no ponto M ¢ o eixo ОХ. 


*) A definição das derivadas parciais Fj e Ру devese ver no cap. VI, $3, 1º 
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Raio de curvatura R. Recebe o nome de raio de curvatura R a quantidade inversa 
do valor absoluto da curvatura, isto é, 
1 


ii 


FIG. 35 


«onde a é o raio da. чонага), о mesmo que а tinha 


reta (K 0) são linhas de curvatura constante. 
mulas para calcular as curvaturas em coordenadas cartesianas são as se- 
guintes (exatas, excepto o sinal): 

1) se a curva é dada por uma equação explicita y = f(a), a fórmala será 


2) se a curva é dada por uma equação implícita Fi», у) = 0, emprega-se a fórmula. 
канун, 
Fig Fy Fy 

|r: m o 
(РР ERE 


3) se a curva é dada em forma paramétrica pelas equ 
ud é dada em forma paramétrica pelas equações + = 90) e y = $0). 


K= a) 


onde 


7) A definição das derivadas parciais Fis, Fiy e Fy, deve-se ver no cap. VI, 5 7,1% 
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onde 
ас да ад 
a 


3, Circunferência osculatriz, Chama-se circunferência osculari (ou circulo osru- 
dade) да curva em seu ponto M à posição limite da circunferência que рама pelo 
М € por outros dois pontos Р e Q da mesma curva, quando Р-> M e Q + М. 

O raio da circunferência osculatriz é igual ao raio da curvatura e o centro (centro 

“de curvatura) se encontra na normal à curva, traçada no ponto Af, até o lado de sua 


e coordenadas X e Y do centro de curvatura são calculadas pelas fórmulas 


A LO, pop a 
7", y" 


А voluta de uma curva é o lugar geométrico dos centros de curvatura desta curva. 

“Se nas fórmulas para determinação das coordenadas do centro de curvatura se 
consideram X е Y como as coordenadas variáveis do ponto da evoluta, estas fórmulas 
fos darko as equações paramétricas desta evoluta com parâmetio a ош y (ou & sc a 
própria curva é dada por equações em forma paramétrica). 

Exemplo 1. Achar a equação da evoluta da parábola y — 


Solução. x = — 45º, Y = 1-9”. Eliminando o parâmetro =, achamos a 


"ык" 
EE rau en ferma epic v 5432)" 
bru de ema curie Diss ене nome a мша cava tal que em ro а la 
a copa taxa иг: win 
eme MC д event To é tangente à evoluta Ty; o comprimento do areo 


C, da evoluta é igual ao acréscimo correspondente do raio de curvatura CC, = 
SAAG MEI, por cuja rario a evolvente Г, recebe, também, o nome de desen- 


FIG. 36 


volvimento da curva Гу. que se obtém desenrolando um fio tenso enrolado na evoluta 
Т, (fig. 36) A cada evoluta corresponde uma infinidade de evolventes, que respondem 
80% diversos comprimentos iniciais que pode ter o fio. 
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4º, Vértices de uma curva. Chama-se vértice de uma curva ao ponto da mesma, 
no qual a curvatura tem o máximo ou o mínimo. Para determinar ca vértices de ama. 
curva se forma a expressão da curvatura K e se encontram seus pontos extremos 


Em lugar da curvatura K pode-se tomar o raio da curvatura R = Î ¢ procura-se 
1 


Ki 
ponto extremo, se neste caso é mais fácil o cálculo. l 
Exemplo 2. Achar o vértice da catenária 


sms ch (0. 


Solução. Como y" = senh Ž e у — -l cosh Ž , teremos que K у 
m: 
portanto, R= a cosh" £, Teremos que F4 = senh 2%, tguslando a zero a derivada 


ав E 
da 1 obtemos senh ŽE — 0, donde achamos o único ponto critico x — O, Calculando a 
segunda derivada LÊ e substituindo o valor de x 0, obtemos LE 

der de 


2 
É > 0. Portanto, x = 06 o ponto mínimo de raio de curvatura 


on máximo da curvatura) da catenária O vértice da catemária y = a cosh ® será o 
ponto 4(0, a) 5 
Achar a diferencial do arco, bem como о cosseno е o seno do ân- 


gulo que forma, com a direção positiva do eixo OX, a tangente a 
cada uma das seguintes curvas (os parâmetros são positivos): 


993. xt +33 a? (circunferência). 
= 
994. T+ = 1 (elipse). 995. у* = 2px (parábola). 
996. 333 + уйэ — a% (astride). 
997. y cosh ї (catenária). 
998. x = a(i — sen 1); y = a(1 — cos f) (ciclóide). 
999. x = a cost f, y — a sen? £ (astróide). 
Achar a diferencial do arco, bem como o cosseno e o seno do Angulo, 


que forma o raio polar com a tangente a cada uma das seguintes 
curvas (os parâmetros são positivos): ‚е 


1000. = a» (espiral de Arquimedes). 


1001. r = (espiral hiperbólica). 


1002. + — asec? $ (parábola). 1003. 


= acos* $ (cardióide). 
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a? (espiral logarítmica). 
a? cos 2 (lemniscata) 


1004. 7 
1005. 7' 


Calcular a curvatura das seguintes curvas nos pontos indicados: 
1006. y = x* — 4x3 — 18x* na origem das coordenadas. 

1007. x" + xy + у* = 3 na ponto (1; 1). 

- = 1 nos vértices A(a, 0) e B(0, b). 


1009. x =f, y = no ponto (1; 1). 

1010. 7º = 2a? cos 29 nos vértices, cujos ângulos polares são 
g=0€9 

1011. Em que ponto da parábola у? = 8x sua curvatura é igual a 
0,128? 

1012. Achar o vértice da curva y = e. 


Achar os raios de curvatura (em qualquer ponto) das seguintes 
linhas: 
1013. y = 23 (parábola cúbica). 
2 
1014. 5 + — 1 (elipse). 
1016. x = a cos? t; y = a sen? 2 (astróide). 


hy 


1015. х= 2 — 
4 


1017. x = a(cos £ + £ sen t); y = a(sen£ — £cosi) # (evolvente da 
circunferência). 
101 act» (espiral logarítmica) 


1019. r = а(1 + cos 9) (cardióide) 
1020. Achar o valor mínimo do raio de curvatura da parábola 
سو‎ 


1021, Demonstrar que o raio de curvatura da catenária y = a cosh Ž 


4 igual ao comprimento do segmento da normal. 


Calcular as coordenadas do centro de curvatura das seguintes 
curvas nos pontos indicados: 


1022. ху = 1 по ponto (1; 1). 1023. ay? 


x no ponto (a, a). 


Escrever as equações das circunferências osculatrizes das seguin- 
tes curvas, nos pontos indicados: 

1024. y =x"— 6x + 10 no ponto (3; 1). 

1025. y = e“ no ponto (0; 1). 

Achar as evolutas das curvas: 

1026. уз = 25x (parábola). 
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1027. 


I +® = 1 (elipse; 0 < b <a). 
1028. Demonstrar que a evoluta da ciclóide 
x= ай — sen 1); y — a(l соз 4 
é uma ciclóide deslocada. 
1029. Demonstrar que a evoluta da espiral logarítmica 
r=ade 
é também uma espiral logarítmica com o mesmo polo. 


1030. Demonstrar que a curva (desenvolvimento da circunferência) 


x = a(cos £ + зеп t); y = a(sen t — f сов!) 
é a evolvente da circunferência x = a cos f; y = а sen £ 


Capítulo IV 
INTEGRAL INDEFINIDA 


$1. Integração direta 
1º, Regras principals para integração. 
3) Se Ea) = Л), então 
Go as = nimc. 
onde C $ uma constante arbitrária, 
2) farte as = a {дә te onto 4 é uma constante (4 #0. 


э Guto + mondo m e TES 
MiB asma 6e e ne lc eto 
yo du = Flu) + C. 
Em particular, 
(ast mas = нє +ы+с ao 
2" Tabela de integrais imediatas. 


im 
Bez БД 
rar o ни 


IS 


Larotg С, (e #0. 
|+e (a 0- 


z|ee eo. 


= mle + FFE +C a. 


CAPÍTULO LV, INTEGRAL INDEFINIDA 


o 
Vi fata rmm ZF ol cam + o nt 


vir $ 
уш, denen = em C. 
x. 5 ter + 
хи. Жы 
xu, WE 
xiv. ir 
xvi. ss 
p 


тк = cosh x + C. 


ЕСТЕ 


cum fre ezm rar ese 


эх. f cos ste = mec. 


xo (e 


lr, 


Wd oe 


СЕЗ |е кс. 


БАБ 
а 


хуп. (ees — = овес. 


Exemplo 1, fes A asas 1 feres + cds = 


1031. { 


1033. ( a(x + a) (x +b) dx. 


1035. | 


1037. $ (ua) * dx. 


Satz dx, 


V2px dx. 


= afar + b fras + efas 


Achar as seguintes integrais, apl 
1), 2) e 3) e as fórmulas de integração: 


1032. (ros + 8x + 3) dx. 


1034. $ (а + bat зах. 


1036. Ge 
1038. $e a 


1039. ((W= 4-1) — Vs + 1) ds. 


1040. ( 


[EXT EP 


чш 
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1048*. а) ftgtada; b) f tgh? x dx. 
1049. a) fetet xao; b) fetghë хах. 
1050. (areas. 


3º, Integração mediante a introdução sob о sinal de diferencial, A regra 4) amplia 
consideravelmente а tabela das integrais imediatas, Precisamente praças a esta regra 
à tabela das integrais é válida, independentemente de que à variável de integração 
deja uma variável independente ou uma função diferenciável 


de 


[rri 


Eee [rers eiii a tua 


ORE PA c, 


соо 5: aspe AN 
Pau i “эё 
Exemplo з. H Lap YER) 4 c. 
O 
A A 
агыш 
Exemplo 4. fore > 3f e a(o? 
аннатты 
О IS 
BET tormi 


Venetos {Ды da, onde u= gta) 
МЕ da Ecco ss dins таео nb o sia! de diferencial: 


Convém assinalar as transformações das diferenciais que se empregam com Ire- 
uéncia, como são, por exemplo, as que se utilizaram nos exemplos 2 e 3: 


a) dr les (120); ы СБ eto 
Achar as seguintes integrais, utilizando as regras principais e 
as fórmulas de integração: 
2: +3 


лозе, (at. 105200, {= + as, 
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ELE 
1057. rs dx. 


2 Jae 


1007. (imu n 
EEE. 


1085. 
1087. 
1089, 


1091. 


j 
$ 
2 
eae 
f 
j 
$ 
$ 


(0<b<a). 
dx 


хах 
3 


M es 


arto 
Кр 


E 
ig 


Y == a 


үнө» OQ. 
"neu 


aet dx. 


(e — e) dt 


e 


dx (>0). 


e 
ES 
hd 
5 
w 
3 
$ 
f 
$ 
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10%. 
1098. 


1102. 
1104. 
1106. 
1108. 
1110*. 
1112. 
1114. 


1116. 
1118. 
1120. 


1122. 


1124. 


=. 1126. 


sent 6x cos 6x dx. 1128. 


sen de 
ts 1130. 


VT F 3 costx sen 2 dx. 1132. 


1100%, 


из 


552 
фета в as 
tote 
(sene + bx) dx. 


f (cos ax + sen ax)? ds. 


EDI 


uz 
асва? + 1) dr. 
cos £ sen £ dx. 


j 

ў 
==) 

j 
feia 
fe 
m 

j 

| 

{ 


а, 


665 ds. 


im CAPÍTULO у. INTEGRAL INDEFINIDA 12. MÉTODO DE SUBSTITUIÇÃO 


из 
CECI 
(0 < b < a). 
dx. 
1148. (xe-"dx, 
1180. 
1 sen yy, 
1153. Е به‎ 1154, fexus 
1157. {ч cos s ds 1158. = T 
us. (E 1160. (tetas ds 
1161. (sena ie $2. Método de substituição 
ha 19. Substituição ou troca de variável na integral indefinida. Supondo 
нез. ( a = et, 
con E 1164. Onde £ é uma nova variável e q nma função continua diferenciável (I) + 0), teremos 
1165. (teV= 1166. Gro ax - ren a 
ner. еназа ne Deve-se escolher а função p de tal maneira, que o segundo membro da fórmula (1) 


le uma forma mais adequada para а iitegração. 
m 


n6 CAPITULO тү. INTRGRAL INDEFINIDA. 


Exemplo 1. Achar 


Solução. É natural fazer t = F= T, donde x = ft + 1, e dy =2 di, Portanto, 


ТЕВЕ 


B 
2 impu E 
FA nite 


-2ise.is.c 
q EF 


As vezes usa-se a substituição do tipo 
ela. 


Vamos supor que conseguimos transformar a expressio 
seguinte forma 


integra Jo) de na 
ә) ак = elu) du, onde м = gs). 
э бан conscia, io 
few du = Flu) +С, 


ento, teremos 
(rias = rion + e. 
Este método é idêntico ao utilizado no $13". 
оеш 2. 36 (ШЇ odeia tr sido foticos Ue vata ыма: 
ннан ae се 


de 


DOES 


Exemplo 3. um st; du = Ze de; «dı 


Qe И) ьс 


Sat + TFA + c 
Exemplo 4. u= 23; dii side; td D. 


feta 3 


2º. Subetituições trigonométricas. 
1) Se a integral contém o radical VF x5, geralmente se faz x = a sent; daí 


1 
мас 
EHE 


— 


ө. METODO DE SUbSTITUI AO ит 


2) Se a integral contém o radical З# ай, se far x = а sec 4; dal 
Vie а ч. 
3) Se a integral contém o radical VTF f, se laz x= a tg 1; dat 
БЕС 
Омегушешов que as substituições trigonométricas não são sempre as mais con- 
e cortos caso, em Ioga das mubetituições trigonométricas é preferível empregar 


бийи: hiperboncas, cujo caráter é análogo (ver o ex. 1209) 
No D veremos mais detalbadamente as substituições trigonométricas e hiper- 


bélicas. 
"Exemplo 3. Achar 


a sec t 


(ER a 
Soluça, Pasemos x = tg 4 Portanto, de = .ق‎ 

үст is ү a у= а 

„= A д 

E LINES smi Foi 
Be (== 

Seton J женсе? 
mitti see i + O шнш УТА 71 
A cm] e FF |-+ 6. 


1191. Achar as seguintes integrais, utilizando as substituições 
indicadas: 
ax 


Diga 


эф 


©) (xxi — за», 
DIE 
gen 
18 
ўт 
Achar as seguintes integrais, utilizando as substituições mais 
adequadas: 


1192. ses + 5)Wdx. 


1193. Wine 


ив CAPITULO Iv INTEGRAL INDEFINIDA 43 INTEGRAÇÃO FOR PARTES us 
ие. {ее teremos, finalmente: А 
la ta 1 S tals + + Сү. 
пв. (O ax. q 
de 
1209. ( SE 
s Vates 1210. Achar 
Achar as seguintes integrais, utilizando substituições trigono- Er 
métricas: $ 
1201. jos a fazendo x = a cosht. 
va 
103. (E qr. 
ae j vá $3. Integragáo por partes 
1205. Er: 1 ax. 


Fórmula para integração por partes. Se u = g(x) e v = а) são funções dife 
renciáveis continuamente, teremos que 


1207. fri== ах. 


а 
1208. Calcular a integral Exemplo 1, Achar 
mis (e 
fazendo a substituição x = sen? t, de E 
eos e fomos ár S, LL 
1209. Achar ром L ds, T = 
rack sas. jme Eme [E mue "ус, 
utilizando a substituição hiperbólica x = a senh ё. 


As veres, para reduzir a integral dada a uma imediata, é preciso empregar várias 
VETA veres a fórmula de integração por partes. Em alguns casos, valendo-se da integração 
E di df E р partes so obtém uma equação da qual se determina а integral procurada. 

рм Exemplo 2. Achar 


GIEF Ran recae jt 


pesa E 
2 2 


(asa 
ate GE 
Ei Ea) 


femen fnm m eë sen у (ten ae o sen a + 


É penta t cosh 7 ч 
zs +0+ 


ЕЕЕ соха 


Ha 


vaza рж 8 


cosh 1 = 


el cosht + senh p EE Vat t, tes s dx = E (sen sene a) + б. 
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Achar as seguintes integrais, utilizando a fórmula de integraçã 
por partes: ы scc 
1211. Gm x dx. 1212. (arcte da. 


113. farcson xdx. 1214. (sen de 


1235. 


sen(In x) ёх. 


1215. $ x cos 3x dx 1216. (Lax 

1 1217. f= «xe dx, 1218**. fre dx. 
1219*. jo —2x4-5)e&*dx. 1220*. je "ме 
1221. E sen x cos x dx, 1222*. f (42 + Sx + 6) cos2x dx. 
1223. fe In x ds. 1224. jede. 
1225. is dx. 1226. (iae 
1227. E arctg x dx. 1228. B arcsen x dx. 
1229. IU n(x + VIF dx. 1230. { ZE S 
1231. ше az 1232. fe sen x dz. 
1233. (arcos x ds. 1234. (esen bx dx 

$ 


Achar as seguintes integrais, utilizando-se diferentes métodos: 
1236. 1237. (lar 


I dr. 


+ 


1238. 1239. > In 


1241. ре x 


1242. 1243. | x (arctg x)! dx. 


1245. == dr. 


1247. (a tet 2x da. 


1244. 


\ 
je 
1240. e 
je 
Je 
$ 


1246. 


Vá INTEGRAIS ELEMENTARES QUE CONTEM O TRINOMIO imn 


1248. q 2 ds, 1249. {созда x) dx. 
E x 
1, e, A dx. A 
12505. (Lu da ns. {© 


1252**. (Varas. 1253*, AF Pax. 


“us 4. Integrais elementares que contêm 
о trinómio ao quadrado 
" ña meto 
1°. Integrais de aj te, 
consiste em reduzir o trihómio de segundo grau à forma 
ado س‎ e +1, o 
onde À e 1 são constantes, Para efetuar a transformação (1) o mais cómodo é separar 
$ padrao exato do tio d egundo gran: Hot tambéo empregar а ai 


ds. O procedimento principal de cálculo 


к 2er + bat 
/ Se in — O, reduzindo o tricómio de segundo grau à forma (1). obtemos as integrais 
imediatas Ш ou ТУ (ver o $ 1. 2º, tabela das integrais elementares) 
jo Prem 1. 
itl. 


fama 


„5° т © 0, do numerador separa-se a derivada 24x + b do trinômio de segundo 
a Ls 


É ا‎ 
M edita A ЧЕМ T 
A (n cs 


desta forma, chegamos à integral acima analizada. 


CAPITULO IV. INTEGRAL INDEFINIDA. 


Os métodos de cálculo sto análogos aos acima examinados. Definitivamente a integral 
se reduz à V integral imediata, se а > 0, e à VI, se a < 0. 
Exemplo 3. 


EDO) Ene tte 


16 ^ 

Exemplo 4. 

( ais | د‎ di 5 zoo ` 
[ЕЕ ЖШ ГГ uei ҮҮ КЇ 


Ие lh pero 2я++2) +С. 
de 


3%. Integrais do tipo (` 
A Ta 


Utilizando a substituição da 


tração linear 
1 
pa 


estas integrais se reduzem ao tipo 2°. 


= 


Exemplo 5, Achar 


Solução. Supomos 


JA INTEGRAIS ELEMENTARES QUE CONTEM O TRINOMIO 123 


Teremos 


a 


IE FER 
ЕПН раи 
ү; 


1-я Vi T) 
E 


fecti 


+0 


+e. 


#. Integrais do tipo ESLE TFET E. серам qinê рено he tk 


nêmio de segundo grau, esta integral se reduz a uma das duas integrais principais 
“ver nºs. 1252 е 1253): 


оруна 


29. 


E Y8 Fá do ERE n ee YEA A e. 
Exemplo 6. 
[a Aran n = 


Achar as integrais: 


124 CAPITULO у, INTEGRAL INDEFINIDA 
de Tus 
O. . {үз 7а 
Поет Une erue 
1273. (Va == ae. 1274. И ег 
zdr cos + 

o age TET 
am. PZN f sen x de à 
Ar rcu тло 
1279. ( 


$5. Integração de funções racionais 
Método dos coeficientes indeterminados. A integração de wma função ra- 
Жай depois de separar à parte nto ve e А integro de una ão Vacina 
po 


Pi) 
R w 
20 
озде (s) e Q(x) sio polinômios inteiros е o grau do numerador Pl) é menor que 
ado denominador Qua] Зе n үх E 
QU) (a. t — 1s 
ndo dd Mo diferentes ries теша do polinomio (js) e ж, À so números 
Tiara ess de meltpiidad das rir a fração 1) ped decompor v 


E EN 
2 Ga 
La 
з TN 
rt.» tt gon 


Para calcular as coeficientes indeterminados Ay, Ap + Гу ambas us partes da iden- 
tidade (2) se reduzem A forma inteira e, a seguir. de igualam ба coeficientes de Cada 
uma das potências iguais da variável x (primeiro Hio). Podese também calcular 
estes coeficientes igualando я, na igualdade (2) ou em seu equivalente, a certos nômeros 
devidamente escolhidos. (segundo método). 

Exemplo 1. Achar 


j хак 
ETE 
Solução. Teremos: 


E E 
ST A 


Das 
NON o 
à). Primeiro método para a determinação dos coeficientes. Copiamos а identidade 
(3) dando-lhe a forma: 
am (A + B) a+ (2A B) (A — в, — ву. 


= 


15. INTEGRAÇÃO DE FUNÇÕES RACIONAIS 1 


Igualando os coeficientes de cada uma das potências iguais a s, teremos: 
O= AFB 1=24+В: 0-4 — в, 


b) Segundo método para a determinado dos coeficientes. Fazendo x = 1 na identi- 
dade (3), teremos: 


Solução. Teremos: 


tm 


PAE sem 


1-а D Bein — D + Cn. o 


Ао resolver-se este exemplo recomendamos combinar os dois métodos para a 
lerminação dos coeficientes. Utilizando o segundo método, fazemos ¥ = O na iden- 
lidade (4), c obtemos 1 = 4. Depois, fazendo x = 1, teremos que 1 = C. A seguir 
smpregando o primeiro método, igunlamos na identidade (4) os coeficientes de xt. 


0=4+5, isto & B=—1 


Desta forma 
A=LB=-L é Cmt 


Е 
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Se o polinômio 0(9) tem ratres complexas a + ib de multiplicidade 4 onde 4 é 
uma grandeza imaginária, na deconponção (2) entram complementar meni 
simples da forma á == ^ ш iis 
мем, a Nu 
Mirta Мам pj 
& a' xg (P 4 px + n i 
bb px bg a (а + ib) le — (a — d). 
€ MN... Mu Ny são coeficientes indeterminados que se calculam pelos métodos 
fupra indicados. Quando À = 1, а frio 19) зе Integra diretamente, quad ROS | 
Жз o modo de redução, reeomencando se que se di, previamente, ad tems de 


segundo grau aè + ра + q a forma E + + 2 B e se faja а substituição 
z 1 
tl 


Exemplo 3. Achar 


IRSE -1. 
[a 


Solução, Como 
NN 
então, fazendo x + 2= 2, teremos: 


bt 


ww 
tel ==) 


1 
+ rege Co 


z 
= SL кш» +з +с. 
деже a +2 + 
27, Método de Ontrogradad. Se 005) tem ralzes múltiplas, então 
A pra 
2 بے‎ ж. de, 
f Qiu ом) Quo) B 


orde 011) é o máximo divisor comum do polinômio Q(x) e de sua derivada Qs). 
оз) = QC) + 04). 


Exemplo 4. Achar 


Solução. 


e-i 
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| Derivando esta identidade, teremos: 
n Par в) бә — \)- зеи + pei 0 | DORIA 
ER E, ren 


o 
1- Q4 н) ә — n — Mia: RX + С) + Dea Ee К) (а 1). 


Jgualando os coeficientes das respectivas potências de x, teremos 
— 2B =0: D+3C=0; E24 e 0| B4 Fe — 


D=0; E-4=0; F 


LL aaa ad { 5 m 
35-1 ET) 
Para calcular a integral do segundo membro da igualdade (7), decompomos a 
em frações elementares: 


1 2 меъ 
7- БЕТЕП 
isto é, 
адеж р Мк — DA N( 0) % 


Fazendo x = 1, teremos que 1 
Igualando os coeficientes das potências iguais de я em ambos as membros da 
igualdade (8), achamos. 


LIS 
Ў Med; Net 
3 


L4M=0; L-N- 


Por isso 


ш! 


as 2 ар 25 
a — 
ec mento" ы-у tat уз 


Achar as integrais: 


ar 
1280. (— e. 1281. {= a, 
rar] EAR 
"m a مو تھے ) ر‎ e 
SEE 1208 GIES 
E ax 
1284 fa vas (су 
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1287. аео 
Pd 0н 8 


E 
1289, | BT dy. 
ee ims am 
1291, (Eti as 
p 
1293. ( E, А 
" ceni 
1295. (m 
ax 
1297, Jre 
po (ui ide E 
fia dr 
1300. $ ELLO] 
")e-ecms 
Achar as seguintes integrais, utilizando o método de Ostrogradski 
de ax 
1301. (> 1302. . 
ТЕЕ ба 
1зоз. ( 1304, | ا‎ as, 
ГЕТ CEPTE O 


Achar as seguintes integrais, utilizando diferentes métodos: 


1305. te 1306. | ELE ах. 
1308. = 


ми 
a Ed TET 
1310. ( 


ТР] Z 
1312. 1 


EET 
RES. 
E 
u 
EE 


1314, $ 


86. Integração de algumas funções irracionais 
1º. Integrais do tipo 

fr Aes 

E 

onde R é uma função racional € Pu Gu Pu Gy 


P P 


(ind) E Je w 


são números inteiros, 
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As integrais do tipo (1) são achadas através da substituição 
anb 
ажа 


onde n é о minimo múltiplo comum dos números gy, gy, 


Exemplo 1. Achar | 


FE 
Solução. A substituição 2r — 1 — #6 reduz a integral à forma 
de METEREN 
я: 


A ee taniec 
= (1+ 3= TP азе — 1— Dt С. 
Achar as integr: 
1315. ( 
E cero 
ys-a Yrkiai 
1319. dx. TT dx. 
ene 1220. (Sa 4 
1321. f E dr 


1323. («Lan 


E 
dus | s 


2º. Integrais do tipo 


rata а 
RRA 
Supõe-se que * 
Ци = с 1.0) 
Va Бх с Vad + bx +e 


Sie Ona) é um polinômio de grau (s — 1) com coeficiente indeterminado e А 
Os coeficientes do polinômio Q,-,(*) e o número à são encontrados através da 
deri vação da identidade (3) 


Exemplo 2, ( nec as = (te dx= 


SA+ ваф са + D) ma sad i 
d Yi 
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E 
n ш + Ваа Crt Da 
атаве oya Fa ИРА ВИСА 202 ү 
Ут +4 S з +4 
Maltiplicando por ҮГЕЗ e igualando os coeficientes das potências iguais de + 
teremos: 
4-1; р-0; à 
4 
Portanto, 
{уятта LEN yaga- imei dic 
Integrais do tipo 


d 
dr a 


reduzem-se ao tipo de integrais (2), valendo-se da substituição 


Achar as integrais: 
EET 


iegrals dos Minómios diferenciais 
Soo + Bm) ds, o 


onde, т, x ¢ p são números racionais 


Condições de Tehebicher. A integral (5) pode ser expressa por meio de uma 
combinação finita de funções elementares somente nos seguintes três casos: 


1) quando p é uti número inteiro; 
2) quando 2-3 ¿um número inteiro, Aqui se emprega a substituição a + bx" = 


onde з é o denominador da fração p: 
+1 


3) quando 


4+ p sm número inteiro. Neste caso emprega-se a substituição 


at bog 
"Exemplo 3. Achar 


(ar 


үт. INTEGRAÇÃO DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 11 


1 1 
Salução, Temos m=—L; n= 1. 
2 4 


parato, tem lugar o 2º caso de integrabiidade 
A substituição 
t ےو‎ 
nos di: x =) D: de аца — D ds. De forma que 
ыы ду 
rofe irat) A RE 
e 
2 
naa Bac 
je aai +c, 


onde £ = Vi Y. 
Achar as integrais: 


з 
1332. ўи +28)? dr. 


E 
pe a 
1336. ү 

жг + у 


87. Integração de funções trigonométricas 
Y. Integrais do tipo 
enm a cos z de rn m 


Onde m e w são números inteiros. 


1) Se m — 24 + 1 6 um número impar e positivo, então 


А 


{се e com aon — — {(1— cont aj cone x ateos a) 


imos da mesma forma, quando м é um número impar positivo. 


E 


E 
A 


+0 
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2) Se m e'n são números pares e positivos, a expressão subintegral (1) 


se transforma através das 


r=} 
т 


кетет {ое 


fórmulas 


1 
1 — corto. cost y =È (1 + cos 29. 
t т“ o 
sen # cos x = L sen 2r 
2 


€—— 


РЕР 
"rt 
$ ша, | 


| 


ilem ne — sent 6x con Gx) s = 


(6 2 sentó + € 


EU eee as saf 


U ta a) 
5 


A este caso se reduzem, em particular, as integrais: 


ditya). 


sd (28. j dos 7 


ке» 3 | 


= fetais a) ume 


1 
РЕР 
чх 
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О 4) As integrais da forma | tg" x de (= foe 52). onde m é um número 


inteiro e positivo, se calculam pela fórmula 


rm ser 


(ou correspondentemente ctg! x = cosect x — 1) 


Exemplo 5. (estado ( tat ares — 1) ds = 


wt 


sex 


бча 


ЕЕ mer -wst 


Э) No caso geral as integrais Jm, n de forma (1) se calculam através de fórmulas 
de redução (fórmulas de recorrência), que se deduzem comumente pela integração 


sen" x + conta EH de 
Exemplo 6. aro me EEE aw = 
erm wies 

1 ipee de sema 
mosto md de = Lines + sealt C, 
me i dad = P liest meat 


Achar as integrais: 
1338. fee хах. 
1340. (sen sco? x dx. 


1342. I ах. 


1344. (sent x cost хах. 


1346. (cost 3x dx. 


1356. I 5x dx. 
1358. $ ctgtx dx. 


1339. [sent x dx 
1341. Е costó dx 
343. [senta dx. 


к sen? x cost x dx. 


1349. үш: 
1351. 


л 


1353. Jal. @® 


j 
feb 
1355. c3 
| 
j 


1357. (ctg? x dx. 


1359. (es Ertel ie 
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cos x 


1360. js sent at dx, 1361. $ 


1363, f 


1362. (sent х соз d. A 


ax 


пы. $ 


CEM 
2º Integrais do tipo | sen me cos ns ds È sen ms son nx ds e 
cos mx cos wx ds. 
Nestes casos se usam as fórmulas: 
1) sen mir cos nz 


itenim + n) x + sen(m — нф]; 


2) sen ni sen nx — [соң — n)  — cos(m + n) x] 


3) cosma cos me = (conl — n) т + cos(m -+ n) a 


] 
Exemplo 7. (зев r sen x de = È -L сок be — cos 105) de = 
wj Gan 1 


A sen 8r — -È sen 107 + С. 
16 20 


Achar as integrais 


1365. (sen 3x cos 5x dx. 1366. {зеп 10x sen 15x dx. 


PENES 
1368. {зеп £ сов?” dx, 


$ 
1367. (cos coe d 
п. $ 


cos(ar+b) cos(ax —b) dx. 1370. (em ©! sen(ot + q) de. 


1371. {соз x cost 3r dx. 1372. fen x sen 2x sen 3x dx. 
3º Integrais do tipo 
Gem, cos s) dm e 


onde R é uma função racional. 
1) Valendo-se da substituição 


ets 
2 


donde 


DAE T e RE 


Caen ETA T+ 


as integrais da forma (2) se reduzem а integrais de funções racionais da nova variável é. 


ү" 


үт. INTEGRACAD DE FUNÇÕES ratconowerarcas ss 
Esempio & Achar 
Es 
pmr аат 
зе. Pasendo tg Ž =, teremos: 


неа 
Tm 


ELLE 


2) Se verifica-se a identidade 
R(— sen x, — cos s)mR(sen x, cos x). 


Bi узета vs a „шнш 
pu 
E Neste caso 


deme 
три 
Exemplo 9. Achar 
[T 
Solução, 
ren 
teremos: 


(a ас аи 
E Ж\з 


1 a 1 
= i arctg VI +C = -L aretel VE tg а) + С. 
уз UV + C= vy aretel а) + 


Convém assinalar que а integral (3) é calculada maís rapidamente ve dividirmos 
previamente o numerador e o denominador da fiação por c 5 


Em casos concretos é conveniente o emprego de métodos artificiais (ver o ex. nº, 
1379). r KSSE 


Achar as integrais 
1373. Jiu 


sena 


1375. { а 
1377. Es 


З яваа Tos 
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137900, (2sns-kiems dy, 1380, [to 


Nasa Tr" 
1381". a a 
rn 
Bas (A 85 ime dx. 
1386, (2 as 1387. ي‎ сыы 


de. 1389. | z 


senî x — 6 sen x S 
IET 
TF sem — cos O 


1390*. 


$ 
1388. $ 22 
j 


$8. Integração de funções hiperbólicas 


A integração de funções hiperbéllcas é completamente análoga à integração de 


funções trigonométricas, 
Deve-se ter em conta as fórmulas principais 


) шм» жай» m d; y cos c Lenin i 
mee = ل‎ oihar i co Lt 
СЕР 
безе x ax. 
Soho. Teremos: 
feats ar = (eme ne = sena 2 + Bs + e: 
көзде 2. Хр 
Gta x ar. 
Solução. Teremos 
(cod sanc (ct +бек = (isnt na) = 


= senh xp ЁШ? = 


+0 


Tuna) (sms) 
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Achar as integrais: 


1391. ( senh? x dx. 1392. (cost x dx. 


1393. f senh? x cosh 4 dx. — 1394. {зене x cosh? x dx. 


ds [ez 
1397. (rent xax. 
тта 
1401*. E 


$9. Emprego das substituições trigonométricas 
e hiperbólicas para o cálculo de integrais do tipo 


ў хе. 


onde R é uma função racion 

Transformando o trinómio de segundo grau ax! + bx + с numa soma ou dife- 
renga de quadrados, reduzimos a integral (1) a uma das integrais das formas se 
guint 


as Бен des 


IN ae 2 Û җүн}: | meri de 


Estas integrais são resolvidas respectivamente através das substituições: 
I) £ qm sen 4 ou z — m tgh t 
2) a migi ou s= m senh ty 
3) 2 > m sec £ оз = m cosh te 


Exemplo 1. Achar 


8 ПЕЕ 21 T: 
ama 
Solução, Teremos: 


(et ad.‏ س 2 ج ج2 ج ر 
Fazendo x + 1= tg b temos: dx = sect idt e‏ 
de‏ 


К 
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Exemplo 2. Achar 
é бата, = 
Solução. Teremos 

zem 
Fasendo 
Y Y 


3 
Jena e dx = emi an 


э CTS MN 


2 
Ls 


A E. 


3V5 corr з (1 1 
Кес E Jo 


Reo уох аЬ e 
sete rtt) шз mur 
4 (+з) 5 y p 


TB, 
AA a 
(++ rm 

definitivamente teremos: 


Achar as integrais 


1403. фуз 2 as. 1404. (VET ar. 
а wi se e 
1405. (5 dx 1406. (V= Zr Fdo 
1407. {үза ax. 1408. Were 
1409. (=== 6x—7 dx. 1410. фе + s+ 1)? ds. 
mudo ٠ ent 
Jara 


" de 
1413. کے .س‎ . 
ima Eu байя 


ътт) жс. 


410, INTEGRAÇÃO DE DIFERENTES FUNÇÕES TRANSCENDENTAIS 
10. Integração de diferentes funções transcendentais 
“Achar as integrais: 
1415. yo + get dx. 
1417. $e sen xcos2x dx. 


1416. f a? cost 3x dx. 


1418. je sen? x dx. 


1420. (xe cos x de. 
m 


1419. { € sen х sen 3s dx. 
1422. j 


1424. eec e YT Fx) dx. 
(1425. (x arccos(5x — 2) dx. 1426. {зеп a senh x dx. 


1. Emprego das fórmulas de redução 
- Deduzir as fórmulas de redução das integrais: 


de " 
1427. I, = EDS. ; achar I, e Iy 
- 1428. I, {зе xdx; achar J, € I. 
1429. 1, = i achar 1, e I, 
1430. I, fe e dx: achar £y. 


12. Integração de diferentes funções 


ar 5 
men ue (e 
Р Рі de 
1433. (атт ах. а 
z 
de Ра 
5. " МЕ 257238 
AE TTD мз j rper a 
ax de 
Msz. (=. мз 
ж m 
рес нш Vacca or 


мо 
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зза INTEGRAÇÃO DE DIFERENTES PUNCOES m 
ме frs за (асн ан e2 
ни. fotu CINE e 1484. (senh x cosh х dx 

d e 
1446. $ 5 (= rM 1486. ( ET jo 
Sekt + cost x 
не) rasa, = 
M \ x. 1490. ( M ds. 
+ 

ia f 1491 f т^ = 1492. fæ- 1) 10% dx. 
E төз. (VEFi a 1094. ja as 
1456. { 1495, ftarcsen + dr, 1496. {соба s) ds. 
1458. ( 1497. Û (x? 3x) sen Sx dz. 1498. (халаах 3) dr. 
моо, | 1499. faresen y= ds 1500. | x| ds. 
1462. { EEE de 
1464. | cosec? 5x dx. 
1466. *) sen TH s) 
a 
1470. f es E 

aaa 
1472. ( Es 5 

(2 + сов а) (3 + сов а) 

\ 


dx. 


Capítulo V 
INTEGRAL DEFINIDA 


$1. Integral definida como limite da soma 


1º. Soma integral. Seja Да} uma função definida no segmento a < x < b c 
pco ec < a mb, lima diviso arbitraria deste segmento em w partes 
(ig. 37). À soma da forma 

Sa = AED Axe m 
onde EL: Mp жы — HI m 0,12 (o 1, meta O ndee de 
Soma integral da junio /\л) em [ 6]. Sm representa geometricamente a soma algébrica 
das arcas dos retângulos correspondentes (ver a fg. 37) 


VA 


Integral definida. O limite da soma Sa, quando o número de partes m de 
divisões tende ao infinito e a maior das diferenças Ax, tende a zero, se chama integral 
definida da função f(x) entre os limites s — a e x 6, isto é, 


p D An tn da a 


Se a função fl) é continua em fa. B, também será integrável em [a b), isto é, 
o limite (2) existe independentemente do método que se use para dividir o segmento 
de integração [eb] em segmentos parciais e da escolha dos pontos É, dentro destes 
Segmentos. À integral (3) definida "é а soma algébrica de áreas 
Де figuras que formam o trapézio mistlineo ad 1b, no qual as áreas das partes, situadas 
Sobre o eixo 0X, são tomadas com sinal positivo, enquanto que as áreas das partes 
“ue se encontram abaixo do eixo OX ão tomadas com sinal negativo (ver a Ilg. 37) 


ww 


$1. INTEGRAL DEFINIDA COMO LIMITE DA SOMA as 


дй de oma мее! ө de lategral definida transferem e, naturalmente, 
отер quando « > è 
Тири 1, Formar а soma integral Sa para a função, 
Naeata 
1 mê п 10) dividindo este intervalo em = partes iguais e escholhendo ов 
71 [can us ceincidam ома ов extremos овогтон don segmentos parciais 
Дашы А que € igoal o lim Sa? 


a e ry pac 


Solução. Temos Ar = 


ыст +, энше ie 


л Аж =$ [2+] 


sinta 1) 
ERR D 
ue 
lim Sa = 381. 
“Exemplo 2, Achar a área do triângulo mistilinco, limitado pelo arco da pariboa 


y = 2º, pelo eixo OX e pela vertical x = a (a > б. 


Solução. Dividimos a base a еш n partes iguais As = 
da função no início de cada segmento, teremos: 
neon (o ET 
А deca dos retângulos inscritos é calculada, multiplicando cada yy pela base Ae = = 
бе. 39). Somando, obtemos a área da figura escalonada 
dis eee + (e — 19 
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Utilizando а fórmula da soma dos quadrados dos números inteiros 


a le + Dam +, 
= 6 
me 


РОСТЕ] 
o 


donde, pasando ao limite, obtemos: 


унон 


яса жы [ 


Calcular as seguintes integrais definidas, considerando-as como 
limite das respectivas somas integrais: 


1501. $ dx. 1502. $ (vo + gt) de 
^ ve e g são constantes. 
кы Ек siea 


1506*. Achar a área do trapézio mistilíneo, limitado pela hipértole 
1 


Ds 


pelo cixo OX e pelas ordenadas: x 
1507*. Achar 


ex=b(0<a<b. 


fe) = фага. 


$2. Cálculo de integrais definidas através de indefinidas 


integral definida com o limite superior variável. Se a função f(x) é contínua 
mo segmento [a, b), a função 


Fn) = paa 


é uma função primitiva de f(a), isto é, 


Fa) = fla). quando a < x < b 
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ES минан de нен — Leao Be FON = ДЫ), emos: 
frear г) | = ro = г. 


A função primitiva F(a) é calculada, achando-ee a integral indefinida, 


ләш = ги) + с. 


Exemplo 1, Achar a integral | te 


Achar 


Achar as derivadas das seguintes funções: 


1509, F(x) = (int at (x >0). 1510. F(a) Wig. 


y 
{ cos (£) dt (x >0). 


1511. F(a) = È e>” at. 1512. 7 


1513. Achar os pontos extremos da função 
›=\' demo campo x > 0. 
Ü 
„ Utilizando a fórmula de Newton— Leibniz, achar as seguintes 
integrais: 
1514, (E. 
hã, 


1516. $ 2 di. 


10-35 
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Valendo-se das integrais definidas, achar os limites das somas: 
1,2 i 
1518**. lim (s iret ): 


1519**. lim (— 


me (жа 


1521. (ue=20+ 3) dx, 1522. 


é ee 
1523. puma. 1524. 


1531. 


1533. 


43. INTEGRAIS DIPROPRIAS мт 


1540. j tg х4х. 


$3. Integrais impróprias 

1º. Integrais de funções não demarca s. Se uma função (s) não está demarcada! 
“em qualquer entorno do ponto interno c do segmento (a, b] e é continua, quando 
WX xe ceca <b, de acordo com a definição se supõe: 


л» asim (mar im Û лю. w 
2 a 2A 


Se existem e são finitos os limites do segundo membro da igualdade (1), a integral 
recebe o nome de convergente, em caso contrário será divergente. Quando 
| бта ош e= b, a determinação se simplifica de forma correspondente. 
| Se existe uma função F(x) contínua no segmento [a, b] tal que F'(x) = f(s) 
para zye (primitiva generalizada), teremos: 


[rimar ro — zo. a 


n 
e Me | < Фа). quando а < = < b, e | 01) de converge, a йер (1) tam- 


bém converge (critério de comparação). 
(ile — x|") = 4 ©, А # 0, isto é f(a) ~ quando 
EEE, então: 15 qoando m < 1. 


Integral (1) é divergente. 
чы Integrals com límites infinitos. Se a função f(x) é continua para a у < co, 
pomos que ч 


TE leds >л» 


t fra de lim $ Lr a 


ив CAPÍTULO Y, INTEGRAL DEFINIDA. 


ы ica uno dad ft aldea сес i 
ае o pi 
Te 

Fus 
famen zi f ar e (rindo mm блаа. 


38 


Se |/(9 | < Fla) ca integral jenes converge, a integral (3) também convergerá. 


Se ft) >0 е im (f) мт) = 4 o ARO, into 6 fiy Ж quando 
x» co, então: 1) quando m > 1a integral (3) é convergente, 2) se m < 1a integral 
V divergente. 

Exemplo 1. 


a integral é divergente. 
Exemplo 2. 


A; 


LA 


— tim биеш b — arete 0) = E. 
148 a 8 x9 2 
Exemplo 3. Investigar a convergência da integra! de Euler— Poisson 


Vete. “ 
Solução. Fazemos b 
үш BENE p 


E roue аси T é 
r US 

B , 

РЕН fera mites 


portanto, a integral (4) é convergente, 
Exemplo 4. Investigar se € convergente a integral 


Calcular 
divergência): 


a fórmula. 


teremos 


$3. INTEGRAIS IMPROPRIAS 19 

Solução. Quando я => + co, teremos: 
4 convergente, a nossa integral (5) também а €. 

Exemplo 5. Investigar se é convergente a integral elíptica 

а 
VE (9 
à 
Solução. O ponto de descontinuidade da função subintegral é: x = 1. Aplicando 
1 EA 
ИҢ 1 аң E 


== Yü-süc-3-3 


Portanto, quando x=» 1, teremos: 


Como а integral 


€ convergente, a integral dada (6) também convergerá. 


as seguintes integrais impróprias (ou 


Ы 
Ls 
B 


ЫШ 


оса КӨП” 


determinar sua 


1548. 


assi ( 25 
= 
Ies 


1554. $ 
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1555. | — 1з. { sen ха (а 
Aue 1586.0 sen zde 157. (nte 
Ce 
1559. ( -$ (а> 1- 1560.9 2 (en 
1562. e dx (k> 0). 
Verificar se as integrais são convergentes: 
B (CNN a 
1567. $ 68. $ a 
фу ж 
1569. } = 
1571. 4 z 
1573. f E gr s 
1574*. Demonstrar que a integral de Euler, de la. espécie (fun- 


ção beta) 
B( Q = jor — nas 
€ convergente, quando ¿>0 e q 0. 


44. TROCA DE VARIÁVEL NA INTEGRAL DEFINIDA 11 


1575*. Demonstrar que a integral de Euler, de 2a. espécie (fun- 


glo gama) 


T(2) $ aa عي‎ da 


é convergente quando p> 0. 


$4. Troca de variável na integral definida 


continua 
dm ple). 


Se a função /(s) é continua no segmento а < x< ò я — (i) é uma função 
no segmento a < £ < б, onde a = pla) е 
a função JTo(1] é definida e contínua no segmento 4 < ! < В, teremos: 


ñ A 
fo ax = pss at. 
Exemplo 1. Achar d 


formae mo. 
Solução, Fazemos 


x= asenti 
dx = acos tá, 


Então é = arcoen £ e portanto, podese tomar «= amsn 0-0, $ 


1576. Pode-se calcular a integral 


\ ўт F ax, 


usando-se a substituição x = cost? 


Ж. 
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Transformar as seguintes integrais definidas, usando-se as substi- 
tuições indicadas: 


1577. (Vx Fi ds, s=2— h 1578. Í E = sent. 
a + 
1579. $ + x= senhí, H 
1580. { х) dx, x = arctg t. 


1581. Para a integral 
n 
jo ах (ba) 
indicar uma substituigáo linear inteira, 
x= at + p, 


em cujo resultado os limites de integração se tornem respectivamente 
iguaisa des 
Utilizando as substituições indicadas, calcular as seguintes integrais: 


=» z=% 


[E 


1584. 


E 
REM ce 


[TT 


FA TROCA DE VARIÁVEL NA INTEGRAL DEFINIDA 135 


Valendo-se de substituições adequadas, calcular as integrais: 


Й 
1587. $ 

ES 

: 

со Vel CN 
1569, | La gs r 


Calcular as integrais: 


poss ا س‎ Zn 
1593. Mes 1594. ie = 


1595. Demonstrar que se f(x) é uma função par, 
{ а) dx = 2o dx. 


Se, ao contrário, f(x) for uma função impar, então 


\ Дх) dx = 


1596. Demonstrar que 


1597. Demonstrar que 


| а = dx. 


1598. Demonstrar que 
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$5. Integração por partes 

Se as funções us) e u(v) têm derivadas continuas no segmento а, 8], teremos 

[LP «e| Luto tapas a) 

Calcular as seguintes integrais, empregando-se a fórmula de inte- 
gração por partes: 


1599. (cos xdx, 1600. | In x dx. 


e sen x dx. 


1603. ( xe dx. 1604, 


f 
LT d 1602. 
ў Є“соз®хйх (а >0). 


1605. pem bxdx (a >0). 


1606**. Demonstrar que para a função gama (ver о nº 1575) é 
válida a fórmula da redução: 


Tip +=) (50) 
Deduzir daí que T(» + 1) = я!, se я é um número natural, 
1607. Demonstrar que para a integral 


A {=> dx j cos" x dx 


é válida a fórmula de redução 


Achar L, se n é um número natural. Usando a fórmula obtida 
calcular I, € I. 

1608. Calcular a integral (ver о nº 1574), empregando reiterada- 
mente a integração por partes 


BÛ, 9) fart зеза, 


Onde ф e q são números inteiros positivos. 
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1609*. Expressar por meio de p (função beta) a integral 


$ зеп" x cos" x dx, 


же т e п são números inteiros não negativos. 


$6. Teorema do valor médio 
1º. Apreciação das integrais. Se f(s) < F(x) para a < x < b, então, 


[e ar < (re a a 
Se fl) © g(r) são continuas para a < x < b, além dino, pls) > 0, entao, 
nai pa ce da E 


onde m é valor mínimo absoluto e M é o valor máximo absoluto da função ЛО) 
DO segmento fab 
E paras, ө ш) = 1, temos 


mo— ajs far < моа о 


“As desigualdades (2) е (3) podem ser substituídas respectivamente por suas igual- 
dades equivalentes. 


$ ө» (a) de = ДО $ КЕ 


{лое =1 = el 


Onde c e E são números que se encontram entre a e b. 
Exemplo 1. Apreciar а integral 


pm 
een 
ee mo o ets inen 


rE 
ies 


E^ 157 < I < 191. 
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27. Valor médio da função. O número 


n 
E (79 de 


chama-se valor médio da função f(a) no segmento а & + < b. 
1610*. Determinar o sinal das seguintes integrais, sem calculádas: 

2 а м 
o) Û еш: ыб = cos x axs amt 


as, 
A^ zs 

1611, Esclarecer (sem calcular) qual das seguintes integrais é maior : 

VTF Sdr ou (rar: 


afea a fos 


Achar os valores médios das seguintes funções nos segmentos in- 
dicados: 


1612. Ла) 0<х<1. 
1613. Да) = а + b cos x, —пєхєт. 
1614. f(x) = sent x, O<x<m. 
1615. f(x) = sent x, 0€ xen. 


1616. Demonstrar que a integral ( == está compreendida 


үг 0.70. Achar seu valor exato. 


entre É =0,67 e 


Apreciar as integrais: 


1617. (VIF xax, 1618. 


(Ela 
sm 


s IS. 1620*. pne. 1621. (mta 


bh d 
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1622. Integrando por partes, demonstrar que 
эю 


$7. Áreas de figuras planas 


у A área em coordenadas cartesianas. So uma curva contínua é dada em coor- 
акад Farina pala equação y = Да} СЛОЈ 30), a área do trapério mistilineo, 
imitado por esta curva, por duas verticais nos pontos à = а е 4 = b e pelo segmento 
do cixo das abrcissas a < x < b (fig. 40) é determinada pela fórmula 


sa \ LS aq 
e s 
Exemplo 1. Calcular а drea da figura limitada pola parábola y = E pelas 


am Le m 3 e polo cio das ања (йр. 40. 
ação, À Aca procurada $ expressa pela integral 


semp 2. Calcular а área da figura tada pela cara £ = 29 e 
ordenadas (hg, 18 
Po дө. Netz caso оз Sia das coordonadas estão trocados e por isso a área 
procurada d express pel integral 


s-je-s-ne- 
onde os de integração y, = —2 е уу = 1 são as ordenadas dos pontos de 
o ба сыта cadi cim d oino das ordenadas 
TER um caso mais geral, quando a área S da figura está limitada por duas curvas 
contintas y = / (5) e) = УП) е por doas verticais z = а е x mondo fs) & ir) 
para a + < b (fig. 49) teremos: 


. 

Sa [2 — fio da. a 

BRR ao a eu 
(fig. 44). 

MEE DO ME armies 

ао певно маннан p items de etf (pn x 


s- j O (ази) 


2 
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2o n qm. 
o arena de 
ее o, T ы сч 
Quan as 
ЕСЕ. 

а= el) e b = elt) И) > 0 no segmento [4. 4) 
gene Хы e ta de = 5 ба. ado os ções pa 


Tros 
[IS өч. 


Solução. Considerando-se à simetria é suficiente calcular a área de apenas uma 
qarta parte еа seguir, quadruplicar о resultado. Fazendo na equação 4 = a сою! 


200 C o e ego ta, obteremos os limites de integração 
d 0. Por isso 


Ls foma аА 


FIG. 46 

2%. A ек em coordenadas polares. Se а curva contínua é dada em coordenadas 
polares por uma equação y = /( ut So ur ДОВ (ig 40), limitada pelo arco 
RIT рө ads faa polad OA e OB, respectivamente aos valores Pi = 2 © 
(PER, expressa pela integral 


уйа) 


s-i бинт de 
mc. 4 й 
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Exemplo 5. Acher a área da figura encerrada no interior da jemniscata de Her. 
тош at cos Зу (ig. 47 E 

"Solução. Como £ сша 4 simétrica, determinamo inicialmente a área de um de 
жө района 


FIG. 47 


1623. Calcular a área da figura limitada pela parábola y = 4x — 
— x? e pelo eixo das abscissas. —— i 
1624. Calcular a área da figura limitada pela curva y = in х, 
ixo OX e pela reta x = e. 
1625*. Achas а área da figura limitada pela curva y — x(x — 
— 1) (x — 2) e pelo eixo OX. 
"os. Айг а área da figura limitada pela curva y? = x, pela 
reta у= rtical x = 8. . 
PARET, Calcio a drea da figura compreendida entro uma semionda 
ide у = ео eixo ОХ. 
da as. Саша а drca Ча figura compreendida entre a curva у = 
= tg x, o eixo OX e a reta х= 2. 
i i hipérbole 
. Calcular a área da figura compreendida entre а 
ami icais x = ае x = 3a (а >0) e o eixo ОХ. 
1630. Achar a área da figura compreendida entre a curva 
Agnesi y e o eixo das abscissas. 
ES 


1631. Calcular a área da figura limitada pela curva у=, a 
reta y= 8 eo eixo OY. | 

1632. Achar a área da figura limitada pelas parábolas y? = 24x 
ext=2py 

1633. Achar a área da figura limitada pela parábola y == 2x — 
e pela reta у= — x. 
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1634. Calcular а área do segmento da parábola у = xº, que corta 
reta y = 3 — 25. 
^ "1635. Calcular a área da figura compreendida entre as parábo- 
las y = жу = 5 e a reta y = 2x 
1636. Calcular a área da figura compreendida entre as parábolas 
e 


> 
EX a 
uid 


3637. Calcular a área da figura compreendida entre a curva de 
Agnesi у = € a parábola y= É 

1638. Calcular a área da figura limitada pelas curvas 

= e y= e“ e a rota al, 

639. г a área da figura limitada pela hipérbole 
E Ê-leartas= 
КЗ 

1640*. Achar a área limitada pelo astróide 

ж yo a), 


1641, Achar a área da figura compreendida entre a catenária 


y=acoh£, 


о ехо OY е a reta у = E (094 1) 


+ 1642. Achar a área da figura limitada pela curva а 


кезй). u 


1643. Calcular с área da figura compreendida dentro da curva 


EE 
EMO) 
16. Achar a área da figura compreendida entre a hipérbole 
tera жї — y? = 9, o eixo ОХ ¢ o diâmetro que passa pelo ponto 


Ma 


: 4). 
з. Achar a área da figura compreendida entre a curva 
Ё a 0 eixo OX e a reta x= 1 (x >1). 


1646". Achar a área da figura limitada pela cissóide y? = 
Sua assíntota x = 2a (a >0). 

1647*. Achar a área da figura compreendida entre o estrofóide 
= Sar. sua assíntota (a >0). 

1648. Calcular a área das duas partes em que a parábola 
= 2x divide o círculo 114 y3 = 8, 


E 
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1649. Calcular a área da superficie compreendida entre a circun- 
ferência a? + у? = 16 e a parábola 4* = I2(y — 1) 
1650. Achar a área contida no interior do astróide 
x= асову; y=bsentt 
1651. Achar a área da superfície compreendida entre o eixo ОХ 
e um arco da ciclóide 
x = aft— sen), y= a(l — cost). 
1652. Achar a área da figura limitada por um ramo da trocóide 
=at — sent, 
x—ab—shh ^ (oL bce) 
у=а— best 


e a tangente da mesma em seus pontos inferiores. 
1653. Achar a área da figura limitada pela cardióide 


x=a(2cost— cos 24), 

y = аф sen t — sen 20). 
1654*. Achar a área da figura limitada pelo lago da folha de 
Descartes. 


Tes 
1655*. Achar a área da figura limitada pela cardi: 
r= a(l + соз q). 
1656*. Achar a área compreendida entre a primeira e a segunda 
espira da espiral de Arquimedes 7 = aq (fig. 48) 


1657. Achar a área de uma das pétalas da curva 7 = a cos 2 9- 

1658. Achar a área limi al sen 4o. 

1659”. Achar a área limitada pela sen 39. 

1660. Achar a área limitada pelo caracol de Pascal 
r=2+cosq. 
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1661. Achar a área limitada pela parábola y= asec" ® e as 
semircaso=E e pi. Е 


2 

1662. Achar a área da fígura limitada pela elipse 

Akay 

[porn 
1663. Achar a área da figura limi 1 ү: 

ШОО С шш, OS! pet сиз r= 2a cos 3p 
1664*. Achar a área limitada pela curva a*- yf — x? + у, 


Ft; (0<e< 1). 


$8. Comprimento do arco da curva 


1º. Comprimento do arco em coordenadas ret 
arco de uma curva regular y а), compreendida entre dois postos ojas pecado 
ШЫ ama curva cepit УЫ compreendida entte due pontos salas 
eese 
Exemplo 1, Achar o comprimento do astróido (ig. 49) 
DUE 
Solução, Derivando а equação do astrói 


FIG. 49 IN 


Fortanto, para o comprimento do arco de um quarto do astróide, teremos: 


DS 
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forma paramétrica. Se a curva 

2°, Comprimento do arco de uma curva dada em forma par NT 

ada em equações de forma paramétrica e y = Ий (em que Фй é QU) 
pt pide puede ai MUCH ol 


ema. 
onde é e ho ов valsis do اقات‎ скаромнае aos extremos do arco 
V SB 2: Adar o colgante (iR C idee (p XU 
HEC 
Panen 


de du И 
Solução. Tomas а= SE — a(i емф) e y'= P авад 
Portanto " 
am М 
= (VAT зи кшн = 2a | entr 8a 


f, = 2т correspondem a pontos extremas do arco 


Os limites do integração 4 = O 
da celóido. 


Q 


FIG. 51 


Se uma curva regular é dada por uma equação r =/(9) em coordenadas polares 
¥ e ero Comprimento s do arco será igual a 


ў каз, 


onde а e B são os valores do ângulo polar nos pontos extremos do arco (a < f) 


i = «зай É (fg. 50). Toda 
Exemplo 3. Achar o comprimento total da curva r $ (ne. эр 


a curva é descrita pelo ponto (, q) ao variar q desde O até 3r. 
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Sette. Temos’ = asen £ cos E, por шо o comprimento de toda a curva 


será 


ex [om re rasa 8 


1665. Calcular о comprimento do arco da parábola semicübica 
yA == ха desde a origem das coordenadas até o ponto, cujas coordc- 
hadas são х=4, у = 

1666*. Achar o comprimento do arco da catenária Y= a cosh ^ 
desde o vértice A(0; a) até o ponto B(b; В). 

1667. Calcular o comprimento do arco da parábola y= 2V7 
desde x = 0 até x = 1 

1668, Achar o comprimento do arco da curva у =, compre- 
endido entre os pontos (0; 1) e (1; e). 

1669. Achar o comprimento do arco da curva у = In + desde 
үз até x = үз. 

1070. Achar o comprimento do arco y= arcsen (e) desde 

a= até z= 

1671. Calcular o comprimento do arco da curva x — In sec y, 
compreendido entre y — 0 e y= 


E. 
1672. Achar o comprimento do arco da curva х= 


1 
4 


= in y desde y = н 


até y 
1673. Achar o comprimento do arco do ramo direito da tractiz 

xe [a + ala | عا‎ | desde y — a até y = BO <b <a). 
1674. Achar o comprimento da parte fechada da curva 

Days = x(x — 3a). 
1675. Achar o comprimento do arco da curva y= (сав 2] 


desde a — a até x= 5 (0< a< b). 
1676*. Achar o comprimento do arco da evolvente do circulo 


ж = a (cost + t sen 1), 
Y = a (sent — t cos t) 
1677. Achar o comprimento da evoluta da elipse 


] desde t = 0 até 1— T. 


B mem ic 
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1678. Achar o comprimento da curva 
x = a(2 cos t — cos 24), 
y = a( sen t — sen 20). | 
1679. Achar o comprimento da primeira espira da espiral de Ar- 
quimedes r = ao. 
1680. Achar o comprimento total da cardióide y = а(1 + cos 9) 


1681. Achar o comprimento do arco da parábola ғ = а sect E" 


cortada da mesma por uma reta vertical que passa pelo polo. 
1682. Achar o comprimento do arco da espiral hiperbólica rp 


= 1 desde o ponto (2: 3 até o ромо[ 


1683. Achar o comprimento do arco da espiral logarítmica r — 
= пете (m > 9), que se encontra dentro do circulo 7 = a. 


1684. Achar o comprimento do arco da curva q Ei + 
desde r= 1 até r = 3. 


$9. Volumes dos corpos sólidos 

1º, Volume de uni corpo da revoinção. Or volimas dos corper tomados pel 
revolução de иш, trapézio mello. imitado por uma curva continea y = б, Pelo 
SEO ОХ е duas verticals x= а е x = bem torno dos eixos OX e OY, sio expresos. 
ешр реше бшш: 

P n 
D кезебе 2 Vy = 2n rem 

Exemplo 1, Calcular os volumes dos corpos formados pola rotação da figura limi 
tada por uma samionda da ишнде у = sm л е pelo ао Û i я «т do eixo 
OS e torno: a) do eixo OX e 1) do eino OY. 

pt 


Nie = ae rn ai de= ca nd 


+) Seja um corpo formado pela revolução em tomo do eixo OY de um trapério 
mústilineo, limitado pela curva y = /(*) e pelas retas x = а, x = b (a cà) e 7-0 
Como elemento do volume deste corpo se toma o volum. parto do mesmo, 
formada pela rotação em torno do eixo OY de um retângulo de lados y e de, que 
se encontra a uma distância + do eixo OY, Neste caso o elemento de volume ©. 


dro ças cao A T 


¥ 
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O volume do corpo formado pela rotação em toro do aixo OY da figura limi- 
fada pela curva x — g(9) о eixo OY е as duas paralelas y = ce y c d Ù cd), é 
determinado. pela formula: 


vy =x peo. 
que se Obtém da fórmula 1), acima exposta, trocando as coordenadas x е y. 

Sea curva é dada de outro modo (em forma paramétrica, em coordenadas 
polares, ete), é necessário fazer nas fórmulas anteriores а troca correspondente de 
Variável de integração 

o caso mais gral o volumes ds caros formados pela rotação de uma fgura 
limitada pelas curvas y, Из! е Ye — f) (sendo Ла) < Jal) e pelas retas x = a. 

a D), em torno dos тко de coordenadas OX e OY, serão respectivamen 


Yes ot- sp ar 


‚ 
Vem zm سر‎ 


Exemplo 2, Achar o volume do toro, formado pela rotação do círculo aë + 
+ б, BE < añ > а > 0) em torno do eixo ОХ (fig. 32). 

"Solução. Temos. 

AI VEDA е VA 


ar en | уй 


festa última integral 6 resolvida fazendo-se a substituição x — a sen 4. 

p _ 9 volume de um corpo, obtido ao girar um setor limitado por um arco de 
= Fig) e dois raios polares q = a. p 
dado pela fórmula 


a 


(e < B), em torno do eixo polar, é calcu- 


Р 
ала 


Esta mesma fórmula pode ser aplicada quando se procura o volume dos corpos, 
formados por rotação em torno do eixo polar, de figuras limitadas por qualquer curva 
fechada. dada em coordenadas pto x RES 

Exemplo 3. Determinar o volume formado pela rotação da curva r = a sen 
em torno do eixo polar. ТА pás 5 

Solução. 


Aa 
арар ле | sen? 2p senp ap = 


E etapa E 
soo | sento conto do у 
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Cálculo dos volumes dos corpos sólidos quando são conhecidas suas seções 
transversais. Se S = S(s) da área da Soção do corpo; fita por um plano, perpendicular 
a uma reta qualquer (que se toma como eixo OX), no ponto da apscisa x, o volume 
do corpo será igual a 

v= | sepas 
onde s, е sy são as abscissas das seções extremas deste corpo (x, < у. 

Exemplo 4. Determinar o volume de uma cunha, cortada de um cilindro circular 
por um plano que, passando pelo diimetro da base, está inclinado em relação a cle, 
formando um ángulo а. O raio da base é igual a A (fig, 59). 

Solução. Tomamos como eixo OX o diâmetro da base, pela qual passa o plano 
de carte е como eixo OY o diâmetro da base, perpendicular ao anterior. A equação 
da circunferência da base será ai у m FR; 


FIG. эз FIG. 33 


A rea da seção ABC, que se encontra à distância + da origem das coordenadas 
O, será igual a 


Sim mecano tan вс = 3 sy ao P gu 


Portanto, о volume procurado da cunha € 


А H 
1 nac: 
x o an ar m 


1685. Achar o volume do corpo formado pela rotação em torno 
do eixo ОХ, da superficie limitada pelo eixo ОХ e a parábola y 
= az — айа > 0). 

1686. Achar o volume do elipsóide, formado pela rotação da elipse 
= 4 2 = 1, em torno do eixo ОХ. 
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1687. Achar o volume do corpo, formado ao girar em torno do 
eixo OX, a superfície limitada pela catenária y = a cosh £, o eixo OX 


e as retas x = + a. 

1688. Achar o volume do corpo, formado ao girar em torno do 
cio ОХ, a curva y = sen? x, no intervalo de x = O até x — z. 

1689. Achar o volume do corpo formado pela rotação da superfi- 
cie limitada pela parábola semicúbica y? = 2º, o eixo OX e a reta 

1, em torno do eixo OX. 
1690. Achar o volume do corpo, formado ao girar a mesma super- 
ficie do problema 1689, em torno do eixo OY. 

1691. Achar os volumes dos corpos, formados pela rotação da 
superfície limitada pelas linhas y = е^, x = 0 e y= 0, em torno: 
a) do eixo OX e b) do eixo OY. 

1692. Achar o volume do corpo formado pela rotação em torno do 
Фо OY, da parte da parábola y? = das, que intercepta a reta a = a. 

1693: Achar o volume do corpo formado pela rotação em torno da 
reta x = a, da parte da parábola y* = 4ax, que se intercepta pela 
mesma reta. 

1694, Achar o volume do corpo formado pela rotação em torno da 
reta у — — p, da figura limitada pela parábola 3º = 244 e pela reta 


2 
1695. Achat o volume do corpo formado pela rotação em torno do 
eixo OX, da superficie compreendida entre as parábolas y = a! e 
=үх. 
1696. Achar o volume do corpo formado pela rotação em torno 
do eixo OX, do lago da curva (s — 4a) у? = as(x — 3a) (a >0), 
1697. Achar o volume do corpo que se forma ao girar a cissóide 
p= em torno de sua assíntota x = 2a. 


E 
1698. Achar o volume do parabelóide de revolução, se o raio de 
sua base é R e sua altura é Ë. 

1699. Um segmento parabólico reto, de base igual a 2a e de altura 
Je gira em torno de sua base. Determinar o volume do corpo de re- 
volução que se forma (“limáo” de Cavalieri). 

1700. Demonstrar que o volume da parte do corpo de revolução, 
formado ao girar а hipérbole equilátera 22 — y? = a? em torno do 
fixo OX, que intercepta o plano x = 2a, é igual ao volume de uma 
esfera de raio a. х 

1701. Achar os volumes dos corpos formados pela rotagáo da fi- 
gura limitada por um arco da ciclóide x = a(t — sent), y = a(1 — 
26050) (0 <t<2x) e pelo eixo OX em torno: a) do eixo ОХ; b) do 

OY e c) do eixo de simetria da figura. 2 

1702. Achar o volume do corpo formado pela rotagáo do astróide 

*= а cos! £, y = а sen? t em torno do eixo OY. 
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1703. Achar o volume do corpo formado pela rotação da cardióide 
afl rh cos q) em torno do eixo polar. 
1704. Achar o volume do corpo formado pela rotação da curva 
=acos* p em torno do eixo polar. 
1705. Achar o volume do obelisco, cujas bases paralelas sáo re- 

tángulos de lados A, B е a, b, sendo a altura igual a A. 

1706. Achar o volume do cone elíptico reto, cuja base é uma elipse 
de semi-eixos a e b e cuja altura é igual a h, 

1707. Sobre as cordas do astróide 4*? + уї'з = a%%, paralelas 
ao eixo OX, construiram-se quadrados, cujos lados são iguais aos 
comprimentos das cordas e os planos em que se encontram são per- 
pendiculares ao plano XOY. Achar o volume do corpo que formam 
estes quadrados, 

1708, Um círculo deformável se desloca de tal forma que um dos 
pontos de sua circunferência descansa sobre o eixo OY, o centro des- 


= 1, enquanto que o plano do círculo é per- 


creve a elipse 


pendicular ao eixo OY. Achar o volume do corpo formado por este 
círculo. 

1709. O plano de um triângulo móvel permanece perpendicular 
ao Ciâmetro fixo de um círculo de raio a. A base do triângulo é a 
corda deste círculo, enquanto que seu vértice resvala por uma reta 
paralela ao diâmetro fixo, que se encontra a uma distância A do plano 
do circulo. Achar o volume do corpo (chamado conóide) formado pelo 
movimento deste triângulo desde um extremo do diâmetro ao outro 

1710. Achar o volume do corpo limitado pelos cilindros x* + 2° = 
=a e y а ai, 3 

1711. Achar,o volume do segmento do parabolóide elíptico 5 + 


+ É <x interceptado pelo plano x = a. 
1712. Achar o volume do corpo limitado pelo hiperbolóide de 
uma folha 


Z4 =1 eos planos z= 0 e z= 0. 


1713. Achar o volume do elipsóide ã + 4 а 


ib 


$10. Área da superfície de revolução 


A área de uma superficie formada pela rotação em torno do eixo ОХ do arco de 
uma curva regular у = Да), entre o» pontos x = а е x = b (a < b). € expressa pela 
pa 

4 n 


às 
ЕЕЕ D 
(de & a diferencial do arco da curva) 
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do a equação da cueva é dada de outra forma, a área da superficie Sy € 
obtida да fórmula (1), eletuando-se as trocas correspondentes de variáveis, 
Exemplo 1, Achar a área da superficie formada pela rotação om torno do eixo 
_ OX do lago da curva 94% = (5 — a)? (ig. 54) 


r FIO. 54 


| Solução. Para a parte superior da curva, quando 0 < r4 3, temos: y= 
q (3 — a) V= Data diferencial do arco а= EL dx. Partindo da female (1), a 


zy 
da superfície será. 


Exemplo 2. Achar a área da superficie formada ao girar um arco da ciclóide  — 
alt= sen); y = all 


FIG, 33 


Solução. A superfície procurada é formada pela rotação do arco 04 em torno da. 
AB, cuja equação é x = та. Tomando y como variável independente e tendo 
conta que o eixo de rotação AB está deslocado em relação ao eixo das coordenadas. 
& uma distância та, teremos 


de 
an e Eca 
Scy Ur id 
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Passando à variável 4, obtemos: 


1714. Na fig. 56 são dadas as dimensões de um espelho parabólico 


АОВ, Achar a área da superfície deste espelho. 


1715. Achar a área da superfície do “fuso” que forma ao girar 


uma semionda da sinusóide y = sen x em torno do eixo OX. 
1716. Achar a área da superfície formada 
pela rotação da parte da tangentóide y=tg x, YÎ 
compreendida entre x = 0 е5, em torno do 
eixo ОХ. 
1717. Achar a área da superfície, formada pela 
rotação em torno do eixo OX, do arco da curva 
y = €* compreendido entre х=0 e x = + a. 
1718. Achar a área da superfície (denominada 
catenóide) formada pela rotação da catenária y= -y 
= cosh 2 em torno do eixo OX, entre os limites 
x—0 e x= a 
1719. Achar a área da superficie de revolução 
do astróde at + уба — ati em tomo do 


«хо OY. 
1720. Achar a área da superficie de revolução үз 

dacurva к= Lys ixo 

la curva # = Ly — qn yom torno docixo0X, 2, 


compreendida entre y = 1 е y = e. 
1721*. Achar a área da superfície do toro formado pela rotação 
do círculo x3 + (y — bj? — al em torno do eixo OX (b > a). 
1722. Achar à área da superfície formada ao girar a elipse 
СА 


É = 1 em torno: 1) do eixo OX; 2) do eixo OY (a > 0). 
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área da superfície formada ao girar um dos arcos 
ed fra de uti formada ap giar um os ao 
à) do eixo ОХ; b) do eixo OY; c) da tangente da ciclóide em seu 
ior. Я 
Achar а área da superficie formada pela rotação, em tor- 
no do eixo OX, da cardióide 
ж = a(2 cos t — cos2), 
y = a( sent — sen 24) 
1725. Achar a área da superfície formada ao girar a lemniscata 
= а? cos 2 q em torno do eixo polar. 9. E. 
САО ete ceca 
de r = 2a(1 + cos) em torno do eixo polar. 


811. Momentos. Centro de gravidade. Teoremas de Guldin 


ım ponto material 4 
1%, Momento estático, Chama-se momento estáfico de um ponto 
de massa т, situado a uma distância 4 do eixo 1, em relação а este mesmo eixo i, 
û grandeza My = má. 107-094 

Denomina-se momento estático de um sistema do т pontos materiais, de mas 
mami = ma, situados no mesmo plano que o eixo 1, em relação ao qual são tomados 
E dele separados pelas distâncias dj, dy. dy, А soma. 


Dr. o 


ado que toma-se as distâncias dos pontos que se encontram de um lado do eixo Г 
oro dial (+), © o que estão do outro, com o sinal (=), DO mesmo modo se deter- 
oia, o momento tlc de ит sistema de ponto: om reação а um plano oi 

"o аз таша: ocupam contintamente toda uma linha ou uma Agura do plano 
XOY: os momentos estáticos Му é My em relação aos eixos do coordenadas OX e 
ФУ, cm lugar da soma (1), são expresso pelas integrais correspondentes. Quando эс 
“rafa do figura. geométricas. a densidado se considera igual à unidade. o 

“Em particular: 1) para a curva a = 2/2); y = уй, onde o parâmetro s é o 
pimento do arco, e L е o comprimento de toda à curva, teremos 

Mem fai a (ut) do a 


= ШЕЙ é а diferencial do areo): 
M a aa iade ри curva y = yla), pelo eixo OX e por 
duas Мыз та су (e c), obtemos 


M 


E Ў 
Mem {уа y= етае a 


Exemplo 1. Achar os momentos estáticos em relação aos eixos OX e OY do 
ададе limitado pelas retas: & + > = 1 x= 0, y= 0 (06:37) 
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Solução. Neste caso y = *( D 2) Aplicando а fórmula (3), terem 


Mol a - Je 
27. Momento de inércia. Chama-se momento de inércia em relação ao eixo 1, de 
um ponto material de massa m, situado à distância d do eixo 1, ao número Л 
Denomina-se momento de inércia om relação ao eixo 1, de um sistema de m pon- 
tos materiais de massas яң, ты vs My À soma. P 


Onde d, de da slo as distâncias desde os pontos ao eixo | Quando a massa < 
contínua, em lugar da soma obteremos a integral correspondente” 

Exemplo 2. Achar o momento de inércia de um triângulo de base à ¢ altura л. 
em relação à sua própria base. 

Solução. Tomamos а base do triângulo como eixo OX e sua altura como eixo 
Оу (а. 58). 


FIG. 57 FIG. 58 


Dividimos o triângulo em faixas horizontais infinitamente finas, de espessura dy. 
gos fgempeham o papel de masas elementares dm. Empregando а senal 
de triângulos, obteremos. 


A 


dm 


ay 


D 


dim dm = È yh уау. 


о 1 
tem {эче dy iu 
s ij ده د‎ 
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1 RUE CHUA ی‎ xo raro de gravia e sara 
ЕЕЕ агана 
p жык Гы ML 
TEN м 
о cai Quads se tata de миы 
Е siia iiia ane calempandente os a9 шр. 
"Para as coordenadas do centro de gravidade (f, 9) de um arco regular da curva 
ne esee e EAT UM e pU JU tees 


"aid B n ki 
[t [E {за f IVF GP as 
E о 8 
б битв? {укр 


onde = {> ds é a drca da figura. 
As coordenadas do centro de gravidade (Z, 9) do trapério curvilinco a < x « b. 


0% y & fla), podem ser calculadas pelas fórmulas 
n 


, 
jo ipe 
PA 2 


5 


с ЕЕ 


Empregam-se fórmulas análogas рага achar as coordenadas do centro de gravi- 


cap E, Achat o centro de gravidade do arco da semicircuíertacia a? + 


dT ау > 0) (fig. 59) 
Y 


ag) 


i ver o cap VIL 49,1. 
2) A determinação das integrais curvilncas | was e (yas, УП, 


a 
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ade 


de (TFT = 


м (ads 


Portanto, 
4º. Teoremas de Guldin. 
Teorema 1º. À área da superficie obtida pela rotação do arco de uma curva 


plana em torno de um eixo, situado nun: mesmo plano que à curva, mas não inter 
eptao por ela. é igual ao produto do comprimento deste arco peb comprimento 1а 
ircunferência descrita pelo centro de gravidade da mesma, 

Teorema 2°. O volume do corpo obtido pela rotação de uma figura plana em 
torno de um eixo, situado num mesmo plano que a figura, mas nào interceptado 
por eia, é igual ao produto da área desta figura pelo comprimento da circunferên a 
descrita pelo centro de gravidade da mesma. 


1727. Achar os momentos estáticos em relação aos eixos das 
coordenadas, do segmento da linha reta 


ato 
compreendido entre estes eixos de coordenadas. 

1728. Achar os momentos estáticos do retângulo de lados « 
b, em relação a estes mesmos lados. 

1729. Achar os momenios estáticos em relação aos eixos OX 
OY e as coordenadas do centro de gravidade do triângulo limitado 
pelas retas: x + y = a, x = 0 e y = 0. 

1730. Achar os momentos estáticos em relação aos eixos OX + 
OY е as coordenadas do centro de gravidade do arco do astróide 

жїз + уйа — аз, 


Situado no primeiro quadrante, 
1731. Achar o momento estático da circunferência 


r= 2a sen p 
em relação av eixo polar. 

1732. Ackar as coordenadas do centro de gravidade do arco da 
catenária 


y= a cosh 


compreendido entre x 


—aex 
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" 1733. Achar o centro de gravidade do arco da circunferéncia, 
de raio a, que subtende o ângulo 2а, 

т as coordenadas do centro de gravidade do primeiro 
arco de lte 


x= ай — sent); y =a(l — cost), 


(0<t< 25). 

1735. Achar as coordenadas do centro de gravidade da figura 

limitada pela elipse = e pelos eixos das coordenadas OX 

20, y 20) 

а AS Азат — — gravidade da figura 
“limitada Ee curvas 


у=; y=Vx 
1737. Achar as coordenadas do centro de gravidade da figura 
= | tomada pelo primeiro arco da ciclóide 


x= aft — sent), y 


(1 — cost) 
e o eixo 0X. . 
1738**. Achar o centro de gravidade do hemisfério de raio a, 
com centro na origem das coorderadas, situado sobre o plano ХОУ. 
1739**. Achar o centro de gravidade de um cone circular reto, 
“homogêneo, se o raio da base é y еа altura é h. 
1740**. Achar o centro de gravidade da metade de um globo ho- 
de raio а, com centro na origem das coordenadas, situado 
sobre o plano XOY. 
` 1741, Achar o momento de inércia de uma circunferência de raio 
ет relação ao seu próprio diâmetro. 
1742. Achar o momento de inércia de um retângulo de lados а 
em relação a estes lados. 
‚1743. Achar o momento de inércia de um segmento parabólico 
to em relação ao scu eixo desimetria, se a base é 2b e a altura é i. 


V + 
= 1 em relação a seus eixos principais. 
745**. Achar o momento polar de inércia de um anel circular 


Rye R, (R, < Ку), isto é, o momento de inércia em relação 
хо que passa pelo centro do anel e é perpendicular ао plano do 


‚ Achar o momento de inércia de um globo homogéneo de 
© a e massa Af, em relação ao seu diâmetro. 
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1748. Achar a área e o volume de um toro obtido pela rotas: 
de um círculo de raio a em torno de um eixo situado no mesmo plano 
que o círculo e que se encontra a uma distância b (^24) do centro 
deste. 

1749. a) Determinar a posição do centro de gravidade do arco 
do astróide x?! + y? — a33, situado no primeiro quadrante. 

b) Achar o centro de gravidade da figura limitada pelas curvas 

25x e a? — 2py. 

37805«: a) Achar o centro de gravidade do semicirculo, aplicando 
о teorema de Guldin. 

b) Demonstrar, aplicando o teorema de Guldin, que o centro de 

gravidade do triângulo dista de sua base em um terço da altura. 


$12. Aplicação das integrais definidas 
na resolução de problemas da Física 
1º. Trajetória percortida por um ponto. Se um ponta se move sobre uma curva 


e a grandeza absoluta de sua velocidade y — /(i) é uma função conhecida do tempo 
É, o espaço percorrido por este ponto em um intervalo de tempo (4. fa) será igual a 


mo 
ço шнын E a 
A PG A 
Pane Ca a m 


do movimento durante este intervalo? 
Solução. Temos 


2º, Trabalho de uma força. Se uma forca variável X — f(x) atua na direçao de 
eixo OX, 9 trabalho desta força no segmento [ ^g) Será 


am frias. 
Exemplo 2. Que trabalho é necessário empregar para estirar uma mola em 6 ст. 
sea oma де 1 ga estira em 1 em? 
Solução, De acordo com a lei de Hooke, a força X kgf que estira em x m a 
ima Х Ro, onde À d o coniient de proporcionalidad. 


ja 


¥ 
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Supondo que # — 001m eX — 1 kgf teremos que А = 100 e, portant E 
ARE tene procurado sert S de c vr 


Hu pos 
ac Û холаю 18 kef m. 


3º, Energia cinética. Denomina-se energía cinética de um ponto material de massa, 
ж е velocidade v, a expressão 


җе ЧУ, 
* 


A energia cinética de um sistema de n pontos materiais, de massas m, my... m, 
“com velocidades respectivas эр, Upu Um d igual а, A 


em partes elementares (que desempenham o papel de pontos materiais) c, a sogar 
mando a energia cinética destas parte e pasando a lites em ngar de Son (ij 
BUE E Achar seri Sinon do um cilindro circular Romogia [as 
de densidade 8, com raio da base igual a Je altura A, que gira com ume velocidade 
nulas e em torno de seu eixo. Mord n 
Solução. Como massa elementar dos toma-se a massa de um 
A. raio interior y € espessura das paredes dr (Шр. Ой. Teremos 


dm = 2 > hà dr, 


indro oco, de altura 


Ж 


FIG. 60 


Como a velocidade linear da massa dm é igual а о = ro, à energia cinética elementar é 


r2 
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n 


ke rota ea mE 
ә 


4 


^4. Presso do liquido. Para calcular а força de pressão do líquido, emprega se 
a dede Pascal, pela qual а pressão que exerce б liquido sobre uma área S aubmeras 
à uma profundidade A € igual a 


Pa yS, 


¡onde y é o peso específico do liquido. 

Exemplo 4. Achar a pressão que suporta um semicírculo de ralo r, submerso 
verticalmente em água, do tal forma que seu diâmetro coincide com a superficie livre 
da Agua (fig. 61) 


FIG. 61 


Solução. Dividimos a superficie do semicirculo em elementos — faixas paralelas 
à superficie да água. A área de um destes elementos (se omitirmos оз infinitésihos 
de ordem superior), situada à distância A da superficie da água, é igual а 


45 = 25 dh = 2/9 Ri dh, 
A poroso que suporta; esto alemento é 
p 


олде ү é o pesa especifico da água, igual à unidade 
Portanto, a pressão total será. 


ah, 


reme—Ra--igw[-2i 
in 3 „^з 
1751. A velocidade de um corpo lançado para cima verticalmente 
com uma velocidade inicial uy, nào se considerando a resistência do 
ar, é expressa pela fórmula 
у= 
onde £ é o tempo transcorrido е g, a aceleração da gravidade. A que 


distância da posição inicial se encontrará este со ois de (5 
de ter sido lançado? poe 
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E 


1752. A velocidade de um corpo langado verticalmente para cima 
om uma velocidade inicial ту, considerando-se a resistência do ar, 

` E expressa pela fórmula 
rete rb arg), 


le 1 éo tempo transcorrido; g, a aceleração da gravidade e c é uma 

constante, Achar a que altura se eleva o corpo. 
1753. Um ponto do eixo OX vibra harmonicamente em torno da 
das coordenadas com uma velocidade que é dada pela fór- 


v = созо, 


nde é é o tempo e шу e w são constantes. 
^ Achar a lei de vibração do ponto, se para / = 0 a abscissa era 
= 0. A que será igual o valor médio da grandeza absoluta da velo- 

do ponto, durante o período de oscilação? 
1754. À velocidade do movimento do ponto é v = fe-*^" mjs. 
har o trajeto percorrido pelo ponto desde que começou a mover-se 
té que pare por completo. 

5. Um foguete eleva-se verticalmente, Supondo que sendo 
ite à força de tração, a aceleração de foguete aumenta em vir- 
да diminuição de seu peso segundo a lei j = (a — bt» 0) 
a velocidade do foguete em qualquer instante £, se sua 
dade inicial é igual a zero. Achar também a altura que alcança 


€ uma altura Н. 
1757. Calcular o trabalho necessário para retirar a água que se 
em uma cuba cónica, com о vértice para baixo, sendo о 
da base R e uma altura H. 
1758. Calcular o trabalho necessário para retirar a água de uma 
'semi-esférica que tem um raio R = 10 m. 
“1759, Calcular o trabalho necessário para retirar, pelo orifício 
perior, o óleo contido em uma cisterna de forma cilíndrica com o 
horizontal, se o peso específico do óleo é y, o comprimento da 
He o raio da base R. 
1760**. Que trabalho é necessário realizar para levantar um cor- 
massa m da superficie da Terra, cujo raio.é R, a uma altura 
¿ue será igual este trabalho se é necessário levar este corpo ao 


00 CGSE e e, = 200 CGSE 


. Duas cargas elétricas ey 
respectivamente nos pontos xy =0 e 
se а segunda carga for trasla- 
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1762**. Um cilindro com um émbolo móvel, de diámetro D — 
20 cm e comprimento / = 80 cm, está cheio de vapor a uma pressão 
p= 10 kgf/cm*. Que trabalho é necessário realizar para diminuir 
© volume do vapor em duas vezes, se a temperatura é constante 
(processo isotérmico)? 

1763**. Determinar o trabalho realizado na expansáo adiabática 
do ar, até ocupar um volume V, = 10 mê, se o volume inicial é Y, 
=1 mie a pressão fọ = 1 kgf/cm”. 

1764**. Um eixo vertical de peso P e raio a se apoia num pedes- 
tal AB (fig. 62). A fricção entre uma parte pequena с da base do 
eixo e a superfície de apoio que está em 
contacto com ela é igual a F = иро, onde Р 
p € constante е é а pressão do eixo sobre + 

а superfície de apoio, levada à unidade de 
superfície do mesmo e p é o coeficiente de 
fricção. Achar o trabalho da força de fric- 
ção em uma volta do eixo. 

1765**, Calcular a energia cinética de 
um disco de massa M e raio R que gira 
em torno de um eixo, que passa pelo seu z 
centro e é perpendicular ao plano do j^ Г 
disco, com uma velocidade angular o. ГГ 

1766, Calcular a energía cinética de кеди 
um cone circular reto, de massa M, que 
gira em torno de seu eixo com uma velocidade angular о. O raio da 
Base do cone é R, a altura Н. 

1767.* Que trabalho é necessário realizar para deter uma bola 
de ferro de raio R m que gira, em torno de seu diámetro, com 
uma velocidade angular « = 1000 r.p.m.? (O peso específico do ferro 
€ y = 7,8 gíjcm?). 

1768. Um triángulo vertical de base 5 e altura A está submerso 
em água, com um vértice para baixo, de forma que sua base coincide 
com a superfície da água. Achar a pressáo que exerce a água sobre 
a base, 

1769. Uma barragem vertical tem a forma de um trapézio. Cal- 
cular a pressão total da água sobre esta barragem, sabendo-se que 
sua base superior é igual a a = 70 m, a inferior b = 50 m ea altura 
à —20 m. 

1770. Achar a pressáo que exerce um liquido, cujo peso especifico. 
é sobre uma elipse vertical de eixos 2a e 25, cujo centro está submerso 
numa profundidade А. O eixo maior 2a da elipse é paralelo à super- 
ficie do líquido (А > Б). 

1771. Achar un бз exerce а água sobre um cone cilíndrico 
vertical com raio de base R e altura H, submerso com o vértice para 
baixo, de forma que a base se encontre ao nívcl da água. 
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Problemas diversos 
1772. Achar a massa de uma barra de comprimento 7 — 100 
char mos di = 100 em, 
- Ski densidade linear da mesma à distância x em em relação а um dos 
E 3= (240001), E. 


1773. Segundo dados empíricos a capacidade calorifi i 
da água à temperatura ЁС (0 < /< 100) é igual a а específica 


ne € = 0,9983 — 5,184 - 10724 + 6,912 + 1077, 
E: a gantidade de calor se necessita para aquecer 1 g de água desde 


100°C? 
1774. O vento exerce uma pressão uniforme $ gffcm? sobre uma 


cuja largura é b cm e à altura й cm. Achar o la 
КО a a A em A porta em suas рге 


_ 1775. Que força de atração exerce uma barra material d i 
mento | e massa Af sobre um ponto material de massa m, situada na 
пета reta gue арапа a uma distância а de um de seus extremos? 

__ 1776". Quando a corrente de líquido que passa por um tube de 
Seção circular de raio a é laminar estável, a velocidade v, em uu 
onto que se encontra à distância y do eixo do tubo, se expressa pela 

uy Д, 
were (e, 
Ф ёа diferença de pressão do liquido nos extremos dı 
о coeficiente de viscosidade e Z, o comprimento pepe. Боов 
ert O de líquido, isto é, а quantidade do mesmo que passa pela 
Aransversal do tubo na unidade de tempo. 
+ As mesmas condições do problema anterior (1776 
um шш Seção retangular, em que a base a оза 
а altura 20. Neste caso, a veloci 
nO ponto M(x, y) é determinada pela fórmula ае dt corrente 
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Determinar о gasto О de líquido. 
1778**. Ao estudar as propriedades dinámicas dos automóveis se 
© frequentemente à construção de diagramas especiais: sobre 
Ko das abscissas se tomam as velocidades y e sobre o das ordena. 
y аз grandezas inversas às correspondentes acelerações а. Demons. 
nada аце а área S, limitada pela curva deste gráfico, pelas duas orde- 
temas Y uy € u = V, € o eixo das abscissas é numericamente igual ao 
Para aumentar a velocidade do automóvel 

э a v, (tempo de "embalada")? 
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1779. Uma viga horizontal de comprimento Z está em equilíbrio 
sob a ação de uma carga uniformemente distribuída ao longo dela e 
dirigida verticalmente para baixa, e das reações de seus apoios А 
en|4-5- 2 dirigidas verticalmente para cima. Achar o mo- 


mento de flexão M, na seção transversal x, isto é, o momento, em re- 
lação ao ponto Р dê abscissa x, de todas as forças que atuam na parte 
P da viga. 

1780. Uma viga horizontal de comprimento 2 está em equilibrio 
sob a ação das reações de seus apoios À e В e de uma carga dividida 
ао longo da mesma com uma intensidade g = Ax, onde ж é a distân- 
cia até o apoio esquerdo e k um coeficiente constante, Achar o mo- 
mento de flexão M, na seção x. 


Observação. Dá-se o nome de intensidade de distribuição da ce 
бога) levada à unidade de comprimento. 


1781*. Achar a quantidade de calor que desprende uma corrente 
alternada sinusoidal 


à carga. 


1 Tsen (Et — 9) 


durante o período T em um condutor de resistência R. Aqui I, é 
а amplitude da corrente; £, o tempo; p, a fase. 


Capítulo VI 
FUNÇÕES DE DIVERSAS 
VARIÁVEIS 


|. Noções fundamentais 


| Y, Nolo de função de diversas variáveis. Designação das funções. Uma gran- 

И AEDS da AN vigas у у, S A Cada 
Чо valores destas (5, y) do campo dado, correspondo шш valor único e 
inado de =. Ae variáveis» e y se chamam argumentos ou оне: indapen- 
A “dependência funcional é asim representada 


2 Ле. y) ou z = Р», y), ete. 


де três ou mais argumentos se definem de maneira análoga. 
3 plo 1. Expressar o volume У do cone em {алдо de sua geratriz ж e do 
da base у. 
о. Da geometria sabemos que o volume do cone é 


vo Lay, 
3 


“з a altura do cone. Mas A= з# yê. Portanto, 


Cor A 


sta é, precisamente, a dependência funcional procurada. i 
2 valor da função z = Дз, y) no ponto, Pla, D, isto é quando xa e y = b 

7 ou ДР). А representação” geométrica da funçao £= Дл, v) 
tea de cootdenxis cartes X, Y. 2 È em ger), uma super qualquer 


se 


ATA 
4e» ze 
Solução. Fazendo x = 2 e y = — 3, achamos: 
sic» 0n 
оса Шав. 


2-2-3) 
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жыша x Те изыш у por É, treo 


MEN co 
ir s 


p so 3 лә 


7 2-4) 


х 


FIG. 63 


FIG. 64 
Campo de existência da função. Por campo de existência (de determinação) 


да função EE Да, J) se entendo o Conjunto de puntos op) do plazo 
патат а ensis dada to & para os quae a lunio totaa valoro eais Quem 
ios casos mais elementares, o campo de existência da função representa 
parte finita ou infinita do plano coordenado limit árias 
Sr do las co XOY, la or ашк viro 
a Do mesmo шодо, para as funções de tròs variáveis w — f(x 

Rim da fi é um corpo qualquer no OXYZ. G 

ivemple 3, Achar o campo de existência da Mação 

1 


Solução. Esta função te reet 
prie pt to pa УРРА 
As a О 
SEE ra дт 
реза, desta função é, pois, o interior deste círculo (fig. 64). Р“ 
BAE ско д 


+), о campo de 


camen E sy 


Solução. O primeiro termo da função fica determinado para — 1€ 7 < 1, ou 
c pe ا‎ 
quando { on quando 1 

2>0, Т yao. 
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o campo de existência de toda a função está representado na fig. 65 e compreende 
te до campo, 

Р Tintas © эренче в de nível das funções. Chama-se linha de nivel de uma 
uis Eee (s у}, a imha Ды, 9) = C do plana ХОУ, em cujos pontos. a função 
(en dor a = C (garalmente assinalada como anotigio no desenho) 


FIG. 66 


| Chama-se superficie de nivel de uma função de tris argumentos u = Дл. Y. £) 

рео У, 2) — C. em cujos pontos a função toma um valor constante 4 = C. 
Exemplo 5. Construir as linhas de nível da função = = эу, 

“Solução. A equação das linhas de nível tem a forma 4*y E 


, obtemos a família de linhas de nível (fig. бб). 


Fasendo 


04132 


_ 1782. Expressar o volume V de uma pirâmide quadrangular regu- 
em função de sua altura x e de sua aresta lateral 
1785. Expressar a drea S da superfície lateral de um tronco de 
[| egonal regular em função dos lados хе y das bases, е 
tura z. 


i BS —1), se 


Ла, у) 


1785. Achar Ду, a), ix, =) ($> 
СЕРИ 


EN 
1786. Achar os valores que toma a função 


MAS AO 


xy 
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nos pontos da parábola y = a e construir o gráfico da função 

Elx) = Дх, a). 
1787. Achar o valor da função 
М а знизу 
Tosa 

nos pontos da circunferência x? j yt = R2, 

500 1788%, Determinar f(x), se 
s) Ut (xy 2 0). 
1789**, Achar f(x, y), se 
Д=+ у, х— y) = xy + y 


1790+. Seja z= Vy + f(x — 1). Determinar as funções f e z, se 
x, quando y= 1. ` 


1791**. Seja i-e Determinar as funções f e z, 


# = JTF yF, quando x = 1. 
Achar e representar os campos de existência das seguintes 


TRC b) :=1+ V= yF; 
<) z= ln (x + y); d) z — x + arccos y; 
9:—Y[—XRYTTS f) z= arcsen 2; 


в) + = [х#—4+үз— уз 
№: = (у) Фат уй) (а >0): 


i) == [узет j) == (+ 3); 
1) z= arg 2; m) Fede 
MIZI "не? 
A A O A 
ubi ral qua 


р): fien (хуй. 

1793. Acha os campos de existência das seguintes funções de 
trés argumento: 

a) и= үх үу: V) u= 1n (xy3); 

C) а = arcsen x + arcsen y + arcsen s; 

9) u= ү 
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94. Construir as linhas de nivel das funções dadas e verificar 
o caráter das superficies representadas por estas funções: 


a) ъ)т=зх + ут; с) =y 
‹ Әғ= (аку a 0 lal— y; 
Ñ E 
DA] Зач 


Achar as linhas de nível das seguintes funções: 
bjz=arcsenay; с): = Луз); 


AA 


++», 


Justy 


ontinuidade 


te de uma função. O número 4 recebe o nome de limite da Junção z — 
quando o ponto Р'(х, y) tende ao ponto Pla, В). se рага qualquer e > 0 
Ea E>0 tal, que quando 0 < p « 8 omia p = fir — e F G I adim 
cia entre os pontos P e Р”, зе verilica a desigusidade 


Mis - 41e 


ма fir, = 4 
5 
Continuidade e pontos de descontinuidade. A função + = (н, y) recebe o 
continua no ponte Pla, bj se 
lim fte, y) = Ла Ы 

о que é contínua em todos os pontos de um campo determinado se chama 
“condição função Ля, y) podem não sr válidas 

de continuidade de uma (s. 9) poc = 
стти 
linhas (mha de descontinuidade е, as vozes, figuras geomélcicas mais com 


o 1. Achar os pontos de descontinuidade da função 
mtr, 
ay 

A função perde seu sentido se o denominador torna-se igual a sero. 


у = 0, ou seja, у == s16 а equação da parábola. Portanto, a função 
tem uma linha de descontinuidade: a parábola y — a”. 
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1797*. Achar os limites das funções: _ 


і z казу 
н M. ,لصو‎ a у 
Ет A атаи а 
БҮ lim ——; 
sis (ra dim 5 
F = 


1798. Verificar se a função é continua 


af VIS, quando ла + y* <1, 
Hx y) = O, quando х? + yt 1. 
1799. Achar os pontos de descontinuidade das seguintes funções: 
= 1 
i-da у b= ; 
a) ү Fr ) E 
1 i 
ag: Dassi 


1800*. Demonstrar que a função 
=| 8 quando x° + y? #0, 


O, quando х= y—0. 


é continua em relação a cada uma das variáveis x e y em separado, 
porém não é contínua no ponto (0, 0) em relação ao conjunto desta: 
variáveis. 


$3. Derivadas parciais 


1. Definição de derivadas parciais, Se т = f(x, y), supondo, рос exemplo, y 
constante, obteremos a derivada 


de a NELAS Лә) 
tim [EH YAA joa, y, 
asa Ar E 


que recebe o nome de derivada parcial da função s em relação à variável x. Da mesma 
forma se define ¢ se designa a derivada parcial da função z em relação À varidval y 
É evidente que para achar as derivadas parciais podem atira se ca lal cad 
nárias de derivação, 

Exemplo 1. Achar as derivadas parciais da função 


ang. 
Solução. Considerando y grandeza constante, teremos 
A $6. b. dd) 2 
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aa 
DPI 
x 

Exemplo 2. Achar as derivadas parciais da função de três argumentos 


м луы le dy i-i 


> LE 


Vomogénea de grau n 
“2º, Teorema de Euler. A função f(x. y) se chama função Аоте 
"aique fator rra з verila А тале 


Jika, ky) = fts у). 
Junção racional inteira será homogênea se todos os termos da mesma são do 


"Pari Toda função homogênea de grau т sempre se verifica a igualdade (teorema 


эи. у) + yhte 9) = nens Ў- 


se ns 
Achar fi; 1) e /(2; 1), se Дх, y) y» os 
1615, Achar fi(1; 2; O), f(1: 2: 0), /(1;2;0), se 

y Дх, у, 2) = In(xy +). 


Comprovar o teorema de Euler sobre as funções homogéneas 
(Nos. 1816—1819) 
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1830*. Demonstrar que a função 


1816. f(x, y) — Ax? --2Bxy + Суз. 1817. + =-— 


EE pes 
EL, seat yo 0, 
1819. f(x, у) = а>. Ах, у | EE 
a 0  sx=y=0, 
e t+ € 
qat tem derivadas parciais fi(x, y) e f(x, y) no ponto (0; 0), apesar 
de ser descontinua neste ponto. Representar geometricamente esta 
função nas proximidades do ponto (0; 0). 
1821. Calcular (Se х= соз e y = rseng. 
io 
wm - $4. Diferencial total da função 


2 


1822. Demonstrar que x y 


1%, Acréscimo total de uma função. Chama-se acréscimo total da função z = f(x, y) 
à diferença 


dba b yn Ал. 3) = fi + Ar, у + Ay) — fts 9)- 
de а d rencia! le uma função, Recebe o nome de diferencial (өм exata 

1823. Demonstrar que GTF ШЫ: jalo s = ft y) ж pasto (Ly e parie peido sentis Dti ds 

2 } quando Ar -+ Се Ay — Ô, linear em relação aos acréscimos dos argumentos Ax e Ау, 

z A diferença entre o acréscimo total e а diferencial total da fundo é vom infim 
رچ = ۾‎ + хе tésimo de ordem superior ^ p = Ax! + Ayê. 

А fango em, indubitavelmente, diferencia total. quando suas diferenciais‏ ر 

LIE TI 0, зе la aio сайн, Se a tenção tem Шык total caia ze deci 

at n diferenciais das variáves independantos, por definição, caincidem cora eas acres” 


1824. Demonstrar que 


u-(x—3-3(— a). See etd de = Ae dy = AY. А discit toral da função — Дк у) é cuida 
1825. Demonstrar que E + xi am aee Es 
esk AOE а derent total de uma função de rs argumentos w — fi y, 8 € 
1826. Achar z= г(х, у), sol € Ee eas 
^» Exemple 1, Achar para a fanção 


fins y 

& acréscimo total ¢ a diferencial total, 
Solução. fir + Ax, у + Ау) = (e + An) + (+ + Аз) (у + Ду) — (y + Ду; 
E As, y) = (le + Ar + (ж + Аз) (у + Ay) = (у + Ауу] — (e + ау — y) 
1828. Pelo ponto М(1; 2; 6) da superfície 2=2xº — y! pas- چ‎ AAA XAR (A AA 
saram planos paralelos aos planos de coordenadas XOZ e YOZ. Deter- 


xay 
1827. Achar z = z(x, y), sabendo que YU 


dete 


e a(x, y) = sen y, quando х 


minar que ângulos formam com os eixos das coordenadas as tangentes Pl Qr + (و‎ Ax (29) Ау] + (9 + Ae Ау — Ay 

às seções, assim obtidas, em seu ponto comum М. DO que SER pergo pm Pr + 2) Ал p o 29) Ау ёа тоа total, enquanto 
1829, A área de um trapézio de bases a, û e de altura A é igual o =? Et E юн da elem espa e araçã 

a S>} (a + BA. Achar 22,25, 35 е utilizando o desenho, escla- ¿el a 

recer seu sentido geométrico. nr 


13—35 
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xo. Lx 


[rr A 


re НИШЕ 077 20 

VAR уау умут 
3*. Aplicação da diferencial tota da função nos cálculos aproximados, Quando 
14x] е [Ar] sto suficientemente pequenos e, portanto, é também suficientemente 


queno p = VArt FA, para a função diferencikvel £ = f(z.) no ponto (я, у) 
E Verified a igualdade aproximada Ar & de isto 4 


EÊ 
мы ы + ay. 
a a 


Exemplo 3. A altura de um cone é Н = 30 cm, o raio de sua base R = 10 cm. 
Como variará o volume deste cone se H aumentar em 3 mm e R diminuir em | mm? 


Solução, O volume do cone & V = + xR". Substituimos a variação do volume 
ашышы» paia аас 
armar Lote aR + Rum = 


Laj- 2510.30.01 + 100: 0,3) = — 10r ж 304 спе, 
3 


Exemplo 4. Calcular aproximadamente 102. 
Solução. Examinemos a função ғ = 3%. © número procurado pode ser conside- 
sado como o valor acrescentado desia funde quando a = 1. у 3, Ак = OS, 
Ау = 001. O valor inicial da função é £ = 15 = |, 
Dr m de = уда + ж ھا‎ яду 3010 
Portanto, 102441 а 1+ 0,06 = 106. 

1831. Achar para a função f(x, у) = x*y o acréscimo total e a 
diferencial total no ponto (1; 2); compará-las entre si, 
а) Av=1, Ду= 2; b) Ax=0,1; Ay = 02. 

1832. Demonstrar que para as funções ш e y de várias (por 
exemplo, de duas) variáveis são válidas as regras ordinárias de deri- 
vação: 


192 + 1:10 1-901 = 0,06. 


a) d(u + v) = du + dv; b) d(wv) 
i o a(z)- .ع‎ 


v du + u dv; 


a 
Achar as diferenciais totais das seguintes funções: 
1833. х= л? + у? — 3xy. 1834, z= xy 


1836. z = sen? x + cost y. 
1838. z = In (х® + уз). 
1840. z = arctg I + arta te 
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> 1842, Achar d/(1; 1), se f(x, 3) == 


б. 1843. u= хуг. 1844. u = Vx YE FE. 
-(» +2]. 1846. u= arctg 2. 
» a 


1847. Achar d/(3; 4; 5), se f(x, y,2)= 


1848. Um dos lados de um retângulo é а = 10 cm, o outro, 

l= 24 cm. Como variará a diagonal | deste retângulo, se o lado a 

tar em 4 mm e o lado b diminuir em 1 mm? Achar a 

aproximada da variação e compará-la com a exata, 

“1849. Uma caixa fechada com dimensões exteriores de 10 cm, 8 cm. 

cm é feita de madeira compensada de 2 mm de espessura. Deter- 

o volume aproximado do material gasto para se fazer a caixa, 

1850*. O Angulo central de um setor circular é igual a 80º ¢ 

diminuto em 1°. Em quanto se tem de alongar c raio do 

tor para que sua área não varie, se seu comprimento inicial era 
Ма] a 20 cm? 

|| 1851, Calcular aproximadamente: 


а) (1,02)%-(0,97)%; b) YTOS F ESTE; 


Demonstrar que o erro relativo de um produto é aproxi- 
mente igual à soma dos erros relativos dos fatores, 

. Ao medir-se na terra o triángulo ABC, obteve-se: lado 
100 mt 2 m, lado b= 200 m +3 m eo дз С = 60° + 
‚ Com que grau de exatidão pode-se calcular o lado c? 

O período T de oscilação do péndulo se calcula pela fórmula 


arl“ 
V 


1 € o comprimento do pêndulo e g, a aceleração da gravidade. 

о erro que se comete ao determinar T, como resultado dos 
nos erros Al = «е Ag = В, cometidos ао medir-se 1 e g. 

- A distância entre os pontos PyP(xy; ya) e P(x; у) é igual 

9 ângulo formado pelo vetor P,P com о eixo OX é igual a 
quanto variará o ángulo a, se o ponto P toma a posi 


T 


+ dx, y + dy), enquanto que o ponto Р, continua invariável? 
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$5. Derivação de funções pomor: 


1º. Caso de uma s6 variável independente, Se z Û fs, у) é uma função diferen 
vi dos argumentos э = y. que sto, por sua voz, funções diferencikvels de uma 
“variável independente 


=o. y= Y. 
aaa noto sone Же FU ode ea fe Ий it 
“x ES w 
No caso particular em que é coincide com um dor argumentos, por exemplo 
soma dekada “ыш” da Sanção: rem relação кйш E 
POM 
aa ty ан e 
“e 
Exemplo 1. Achar De 
a PH, onde x = cost, y = f. 
Solução. Pela fórmula (1), teremos 


PILLE 


= ё + (и — sen = HN (a — 


кы à haer a duda pa Ыы ts E a 


зза. 


E, onde y = pla). 
a 


Selução. SE = pet”, Bascando-se na fórmula (2), teremos: 


СЕТУ 


2%. Caso de diversas variáveis independentes. Se z é uma 
diversas variáveis independentes, por exemplo, 

PUT o p ão айты “dependentes 

às derivadas iT ЛЕ 


fia onda E RD 
ўе P são funções dilerenciáveis) 
dão expressas da seguinte maneira. 


e 


o 


e 
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} „г 
xemplo 3. Achar Ê e Ê, se 
E: a av 
2 fins 3), onde ER 


Solução. imo ss dida (9) е (0, ged 
E ape nornen À 


E = fale nã 

d; Demonstrar que a função s = plat + 3) 9 6 diterencável) sata 
rito 

К A tunad g depende de e y através do argumento intermédio 1º + 
Por iuo 

ЕЗ Pee» 
a 

B nas 
ES 


Tov e yh 2a ара y зу = 


,0 39 + پر — )9 + پر س 
A‏ 


38, y=VE FT 
Achar Sé, se 


u= xyz, onde x = f + 1, y — Inf z= tgi 
. Achar Se, se 


‚ onde x= Rcost, у = Rsent, s H. 
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1860. Achar Sº, se 


onde 4 = sen x, v = cos x. 


de 


1861. А 
p 
t= areg Ž e y= st, 
1862. ose 
de 
s). 
1863. 
= 
1864. 


arctg ^, onde x = w sen v, y = исозт. 
y 


1865. Achar # e 2 
y 


# = f(u), onde и = xy + =: 


1866. Demonstrar que se 
u= b(t yt b 2, 


onde x = Ёсоз cos, у = R cos p sen Y, 2 = R sen p, 
então 


1867. Achar Ж, se 


u= f(x, у, з), 


onde y = plx), = + ф(х, y). 
1868. Demonstrar que se 
z (x + ay), 
onde f é uma função diferenciável, então, 
ELI 
у ay “a 
1869. Demonstrar que a fungáo 


w= fu, v), 
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onde а — x + at, v = y + Bt, satisfaz а equação 
Bum 
puebla 
1870. Demonstrar que a função 
p 


satisfaz a equação 


1871. Demonstrar que a função 
corto) 
satisfaz a equação 
LEES 
tots 
1872. Demonstrar que a função 


E 


satisfaz a equação 


жуз. 


1873. Um lado de um retángulo x = 20 m aumenta com uma 
velocidade de 5 m/s, o outro lado у = 30 m diminue com uma 
velocidade de 4 m/s. Com que velocidade variaráo o perímetro e a 
área deste retângulo? 

1874. As equações do movimento de um ponto material são 

х=! y=8 =P, 
„Com que velocidade aumentará a distância deste ponto até a 
origem das coordenadas? 

1875. Dois barcos que заат ao mesmo tempo do ponto А 
Vào, um rumo ao norte c о outro rumo ao nordeste. As velocidades 
Tespectivas dos barcos são: 20 km/h e 40 km/h. Com que velocidade 
aumenta a distáncia entre eles? 


$6. Derivada em uma direção dada e gradiente da função 


Y. Derivada de uma função em uma direção dada, Dá-se 0 nomo de derivada de 
ima função 2 = f(x, y) no ponto Р em uma direção dada 4 m PE, 4 expressão 
im I) ЛР) 
Disc FP 


i 
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onde (P) e J(P;) são ов valores da função nos pontos P e P, Se а função é dife. 
renciável, então é válida a fórmula b 


EE oos a P sen 1 

FE 2m o 
onde a o Angulo formado pelo vetor 1 com o eixo OX (fig. 67). 

Y 


Ауд 


FIG, 67 


рес soa ia os dris a derivile am ama, direção dada Y pera uma боо 
de três argumentos u = (a, у. 2). Neste caso Usi 
CUTS du du 
Moers сир + Pars ө 

ү мо ов ángulos entre a direção 1 е os eixos correspondentes das coorde- 
чам em ama Ciclo dada сагына а чоо Ма com qué varia m 

Esempio 1. Achar a derivada da função rc 25 — 3/1 

impio 1. Achar a 27 ме — DA no ponto PIN: 0), na 
direção que forma com о ерю OX um Angulo de 120% PETEA 
Solução. Achamos as derivadas parciais da função dada e seus valores no ponto P: 


onde а, В, 
madas A 
função 


Sendo 


sen а = sen 120º 


Aplicando a fórmula (1). teremos: 
UE 
Edo 


O sinal negativo indica que a função neste ponto e na direção dada, decresce. 

e de wma Canção CORONA a SENÃO MINA 7 
= fix, y) no ponto (я, y), um vetor. cujas projeções sobre os eixos das coordenad: 
зад as correspondentes derivadas parciais desta função: 


gar t+ # у a 
mia 
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da função dada na direção L está relacionada com o gradiente da mesma. 
“seguinte fórmula: 

a 
3 aer rad s, 
a 


A LUPUS 
máximo, iguala 
үөү 
л, VE) +(5) 
К Ls o aran da und fango de ista variável u -ль.›.ә: 


CE 
gad u= Td ў + —k. (4) 
ах t» de b. 


1876. Achar a derivada da função z= x° — xy --2 у° no ponto 
72) na direção que forma com o eixo ОХ um ângulo de 60°. 
. Achar a derivada da função z= a? — 2xty + xy" + 1 no 

o M(1; 2) na direção que vai deste ao ponto N(4; 6) 

1878. Achar a derivada da função Ла үх? + y" no ponto 
(1; 1) na direção da bissetriz do primeiro ângulo coordenado. 
1879. Achar a derivada da função u= 22 — 3yz + 5 no ponto 

(1; 2; —1) na direção que forma ângulos iguais com todos os eixos 
coordenadas. 
1880. Achar a derivada da função и = xy + yz + 2x no ponto 
M(2; 1; 3) na direção que vai deste ao ponto N(5; 5; 15). 
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1881. Achar a derivada da função и = In (& + e” + e) no ini- 
cio das coordenadas, na direção que forma com os eixos das coord 
nadas OX, OY e OZ os ângulos a, $ e y, respectivamente. 

1882. O ponto em que a derivada de uma função, em qualquer 
direção, é igual a zero, se chama ponto estacionário desta função. 
Achar os pontos estacionários das seguintes funções: 

a) r= a + sy + yf — dx ly; 

b) а= 8-3 — day; 

©) u= 2у E aè س‎ ху— yz + ix. 

1883. Demonstrar que a derivada da função z 
qualquer ponto da elipse 2x* + y? = Сз ao longo da normal à mesma, 


é igual a zero. 
1884. Achar o grad z no ponto (2; 1), se 


z= у? — Злу. 
1885. Achar o grad = no ponto (5; 3), se 
is 
1886. Achar o grad w ro pento (|; 2; 3), se и = xyz 
1887. Achar a grandeza e a direção do grad te nó ponto (2; 
— 1), se 


tomada em. 


u= + у + 


1888. Achar o ángulo entre os gradientes da função z = In 2 nos 


pontos 4 ($; 2) e B0: 


1889. Achar a grandeza da elevagáo máxima da superficie 
at yt 


no ponto (2; 1; 8). 
1890. Construir o campo vetorial do gradiente das seguintes funções 
а}т=я+у;. БЫ) з=ар o cro-itey 

d) u= 


[EE 


$7. Derivadas e diferenciais de ordens superiores 


15. Derivadas parciais de ordens, superiores. Chamam se derivadas parciais d 
segunda отат de чта unção = = (23) às derivadas parcis de sut derivadas 
тан de primeira ordem 
Para designar as derivadas de segunda ordem se empregam as seguintes anotações 
Es ES 
a) = a um» 
a pa 


zla) ө. э). ete. 
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ут, DERIVADAS E Di 


Por analogía se determinam e se designam as derivadas parciais de ordem supe- 


For $i derivadas pexiais а serum raiicadas são continuas, о reruado da deri- 
set this o dobra de adem diia oie. 
ERC dde t da elem pala da opta cutem da fato 
seng 
> 
Solução Achamos Inicialmente аз derivadas de peii ordem: 


Tomamos a derivar. 
СА 


СЕИ 
a _ә, y Jr алш, 
ay оу буу Grey [ET 


Verificamos de que a chamada derivada parcial “mista” pode as encontrada 
de ошта maneira, ou seja: 
EE) аа AO 
| EET [zz КЕТШ 
27, Diferencials de ordens superiores. Kocebe o nome de diferencia! de segunda 
ordem de uma função z = fts, y) à diferencial da diferencial de primeica ordem desta 
> Fangio quando as variáveis independentes têm os incrementos lixos 


pum 
Por analogia, se determinam as diferenciais da função z de cedem süperior à 
segunda, por exemplo 


Ern (0-253 


Se 2 = fir.) onde e y sto variáveis independentes е а Junco f tem derivadas 
Ad de prado e a deal dn e. ond de Dole € é la 
[gnis 


quo Hansa [7] 
e E 
Em geral, quando existem as derivadas continuas correspondentes, é válida a fòrmula 
simbólica 9 


a ay 
anm PRI A 
ay 


| que, formalmente, se desenvolve segundo a lei binomial. 
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). onde os argumentos y e y sio, por sua vez, funções de uma ou 
teremos = 


ee De ms E ms de 
a 
Әхду Pratica O^ a y? y 


tes, então dix = 0, d'y = бе а fórmula (2) torna-se 


qum Prag 
D 


Se s e y são variáveis 
equivalente à fórmula (I). 
Exemplo 2. Achar as diferenciais totais de la. e 2a. ordem de função 


Ad 


Solução. 7º método. Temos 
de de 
Lar E. wa) 
= 5 iy. 
Por isso, 


EE 
di as ay (4x — 3y) dr — (3s 29 dy. 
aia, m NL ando, 


A seguir 


donde se deduz, que 


E E ES 
Pr P چ وہ ہے‎ Pp 140 — Gas dy ap 
dn é” лду Аг di 8 sn 


2% método. Diferenciando, achamos: 
dr Ax dx — Hyde + x dy) — 2y dy = (Av — 3y) dr — (3x + 29) dy. 
Voltando a diferenciar e Yembrando-se que dx e dy não dependem de x e y, obtemos: 
4ч = (Mx — 34у) dx — (Ms + 24у) dy = 4da? — Gdx dy — 243%, 


P гч гш 
1892. Achar Pes dE, 
2=1n (4 + y). 


1893. Achar 


1894. Achar 
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en 
1895. Achar сү, se 

үз + IFR 

_ 1896. Achar todas as derivadas parciais de 2a. ordem da função 
u= zy + yz + a. 


= e 


ES 
EM 


z= sen (xy). 
Achar fii(O, 0), f(0, 0), f(0, 0), se 


Же. = (1 + а)" (14) 
г _ ёч 


н. Demonstrar que para a função 


Lax 
П crm 


a condição complementar de /(0, 0) = 0, teremos 
0, 0) = —1, falo, 0) = +1. 


е 
a 
a = f(u, v), 


EM 
1904. Achar DE, se 


z= o(s, y). 


э, м э 
оъ 


z= fiu, 0) 
u= p(x, у) e v= p(x, y). 
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1906. Demonstrar que a função М 
u =arctg2 
| satisfaz a equação de Laplace 


1907. Demonstrar que a função 


e ا‎ 


1908. Demonstrar que a função 
u(x, 0) = А sen (ax + 9) sen dx 
satisfaz a equação das vibrações da corda 


am د ے‎ 
e 


1909. Demonstrar que a função 


1 

(2а Vai 

(хь Jo 3» a são constantes) satisfaz a equação da condutibilidade 
ЕЯ 


ix y 3,1) = 


1910, Demonstrar que a função а = p(x — а) + (x + at), 
onde ẹ e y são funções quaisquer, diferenciáveis duas vezes, satis- 
faz a equação das vibrações da corda 
Pu qi 
Pu qué, 
| on ane 
1911. Demonstrar que a função 


(3+ 
satisfaz a equação 
1912. Demonstrar que a função 
“= +7 + (2) 
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a equação 


Achar u = u(x, y), se 


o. 


D 


Determinar a forma da função и = u(x, y), que satisfaz a 


2 = 900, onde + 


9. Achar dz e d'z, se 


z=, onde *, 
y 


. Achar dz, se 
a = f(u, v), onde u = ах, v = by. 
. Achar d*; se 
z= f(u, 1), onde и = xe, v = yë. 
Achar dz, se 
a= e cosy. 


Achar a diferencial de 3a. ordem da função 
z= x cosy + y Sena, 


minar todas as derivadas parciais de 3a. ordem. 


Achar df (1, 2) е d%f(1, 2), se 

Дх, у) = x" + ху у*—41а— 10 In y. 
Achar d*/(0, 0, 0), se 
Дж, y, =P + 2y! + 3t — 2xy + das + Byz 


isto é, 


ам за 
1º, Condição de diferencial exata. Para que а expressão P(r. y) 4x + QU y) dy y 
=G Ott ay pae dd een 

Rate. 


em que аз funções Р(х. y) e Q(x, y) são continuas em um campo simplesmente cones, » 
Р, juntamente com suas derivadas parciais de primeira ordem, represente, no campo 
D. à diferencial exata de uma função determinada u(x, y), é necessário е suficiente 

ay 
Exemplo 1. Certilicar-e de que a expressio 
Qr + y) dx + ( + 2y) dy 


que se cumpra a condição 
€ a diferencial exata de uma função determinada e achar esta função, 
Solução, Neste caso Р = 2r +y. Q = * + 2y. Por iso 20 = E = | e, portan 
= dy 


De outra parte, 


СРР ДҮ» 

ay à 

а ão 

LM att, 

à дг bá 
dando 2? = t e $P aye + O problema зе reir а procurar uma fono de 
duas variáveis p(y, 2), cujas derivadas parciais são conhecidas, tendo-se cumprida а 
Condição de dierencal exata 


2 + م او‎ + (r + 2y) dy = dum Dae a, 
Achamos q: 


» 
onde u é a fanção procurada. 
De acordo com а condição 2% — 24 + y obtemos 
» 
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$8. Integração de diferenciais exatas Temos: 
| 


won Gu nes 


"—— rt 
Маер —————— À unm 
o 5 isto é, р = 228 + £ + C. E, finalmente, obtemos 
Meu | бру есенно А 


Finalmente, | 
@» + y) dx + (x + 2y) dy = dist + жу O is de comprovar que as expressões abaixo citadas são dife- 


2º, Caso de três variáveis, Analogamente, a expressão | renciais exatas de certas funções, achar estas fungi: 
Pla y. 9) de + Q(z. y, 2) dy + Ris, y, 2) de, | 1926. y dx + x dy. 
em que Pis, y.a). QU у, а) e RÌ y, 0, junto com suas derivadas do la. ordem | (e + 29) dr tydy, 


São junções continuas das variáveis x, y, 7, representa a diferencial exata de uma fun (+ 
¿o determinada мјл у. 


1932. Determinar as constantes a e b de tal forma, que a ex- 


pressão 


(ax + Bay + 9) de — (a? + 2y + by) dy 
[272 
seja a diferencial exata de uma função z e achar esta última 
Depois de certificar-se de que as expressões abaixo citadas são 
as diferenciais exatas de certas funções, achar estas funções. 
1933. (2x + y + 3) dx + (x + 2y + a) dy + (x + y + 22) de. 
1934. (34% + 252 + 32) dx + (Axy + 2y — a) dy+ (3 — y — 2) de. 
1935. (2х5: — Зу + Buy? — 2) dx + 
+ (т — 6xyz + Baty + 1) dy + (айу — 3ху! + 3) de. 


Qs + dy — 1) de + (884 3a) dy + yr 1) de 


é a diferencial exata de uma função e achar esta função. 
Solução, Temos Р = 2 + Зу — 1.9 = г* + 34, А = 2y1 + 1, Estabelecemos que 


— 
ану Man 4 (4 IA m 
+ 


a 
onde w é a função procurada. 
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isae? [5 — PS PE PA 
-5]e+(-5Ju+ 6-3) 
aa + dy Fed 
ETE . 
1938*. São dadas as projeções de uma força sobre o cixo das 
coordenadas: 


1937. 


E EU -— 
m ГЕТ 
onde A é uma grandeza constante. Qual deve ser o coeficiente A 
para que a fora tenha potencial? 
1939. Que condição deve satisfazer a função diferenciável f(x, y) 
para que a expressio 
Дх, у) (de + dy) 


seja uma diferencial exata? 
1940. Achar a função u, se f(x) é continua edi = f(xy) (y ахх dy)- 


$9. Derivação de funções implicitas 


1® Caso de uma variável independente. Se uma equação /(r, y) = 0, onde fis. y) 
é uma função dilerenciável das variáveis x © y, determina a y como fono dife 
Tenciável de x, então a derivada desta função dada em forma implicita, sempre que 
Ael 9) # 0, pode ser encontrada pela fórmula. 
DRE T] 
a fun 
As derivadas de ordens superiores são encontradas por derivação sucessiva da fòr 
mula (1), 
Шш » 
Exemplo 1. Achar Z e 


. wm 


а, 
Grey )ر + کا‎ 410, 
Solução. Desigmando o primeiro membro desta equação por (я, y), achamos as 
derivadas parciais 
уйк.) = Mat + уйу 2a — 3-2 = la? mt — 1], 
Уа у) = HA + уйй -2у — 3-2у = буе + ий — 1). 
Donde, aplicando a fórmula (1), ter mos 


Para achar a segunda derivada, derivamos em relação a я a primeira derivada pur 
nós encontrada, tendo-se em consideração, ао fatê-io, que y é função de x. 


10. DERIVAÇÃO DE FUNÇÕES IMPLÍCITAS ЕП 


_ AS 
me to dec EST a e 
Коке не кы се эл ry 
AAA А à et mae 


ауд, o ld Д 
aT Elms wy Fed 

método para achar as derivadas da função s é o seguinte: diferenciando a 
Flo. y. a) = 0, obtemos: 


7° mátoto. Designando o primeiro membro desta equação por meio 
3 8), achamos as derivadas parciais 


Firg) 2 Биж. у.з} — y 
| Aplicando a fórmula (2), obtemos: 


A Fila. yea) = 6 y, 


ےا ے2 ق ےو ے 
ay DEZ‏ ”ر Fin‏ 
2º método. Dilerenciando a equação dada, temos:‏ 
2x dx — 4y dy + 6e di — y di — z dy + dy = 0.‏ + 
determinamos de, isto €, a diferencial exata da função implicita‏ 
2r dr + (1 4y dy‏ 


a= 
FE 


a de 
com a fórmula dem ÊÊ + 4 Ê dy, vemos que 
دچ‎ q 


225 é sy 
туса" у y 
" Sistema de funções implicitas. Se o sistema de duas equações 
{ Fla y se) = 0, 

Gla, y, u, e) = 0, 


Е 6 С são diferenciáveis, determina u e 
же у е о determinante de Jacob 


er 


como funções dilerenciáveis das 


DIE с) 


218 el 
ela els 
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gli picado ht las racial) gedom sor 
encontradas do sistema das seguintes equações | 


iem ay + E a+ domo, 

a ъ 

L4 әс гс әс p 
o 

öx oa +» 


Exemplo 3. As equações 
+ sin 


ы de d 
determinam w е v como funções de x e y; achar > - 


e! dp Pe ° dy 
Solução. 7% método 


donde 


Analogamente, achamos: 


(lado, Por derivação achamos duas equações que relacionam coto si as 
quatro variávei 


du + do = de + dy, 
xdu + u dx + y de +v dy = 0 

Resolvendo este sistema em relação às diferenciais du e de, obtemos: 
Lu y) de + (o e y) dy 
БЕТ] n 


a enana, 


Donde 


had: essi dadas em бетта mentis, Ба а Seção диннин z das ve 
riáveis x e y € dada em equações paramétricas. 


e = fu, o, mp ци, 
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ye z são diferenciâveis e 


LI 


Ple e| 
ale sie 


desta função pode ser achada pelo sistema de equações 
den Pace E a, 
ay = Ë du + Ze, ө 
e е 


a diferencial de = p dx + f dy, achamos as derivadas parciais ŽE 


4. A função z dos argumentos ж e y é dada pelas equações 
жуй dat =й (ege) 


к=. 
Фу 
7° método. Por diferenciação achamos trés equações que relacionam entre 
dx = du + do, 
dy = Qu du + Zu do, 
VET sud + зла 


primeiras equações determinamos du а dy: 
nr PEETI 
L 20-0 200 — u) 
imos na tercera equação as expressões assim determinadas de du e de: 
MERETET EET 
20 — м 26 — w) 
= II dr S ety. 


PS 


o 
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Derivamos as duas primeiras equações, inicialmente em relação a ж e depois em rela- 
жогу: 


"TS "NP 
[eL мт, 
[^w iem $ 
ID а-ы sado я 
pues Da 
AS 
de QR 
Bd о-и dF шь 
Dac o ү 
ыт EN 


СЕТЕ] CR 


pure 


СЕ: 


г 
PELLI 


de! an 
1942. Seja y uma função determinada pela equação 
a? + y! 2axy = 0 (а > 1). 1 


Demonstrar que -£2 = 0 е explicar o resultado obtido. 


char Y - | 
1943. Achar É, se y = 149% А 


ES 


(sey x dn y. 


1944. Achar S e 
1945, Achar (2) e (22)... 
e 2y کو‎ x yi 


Utilizando os resultados obtidos, representar aproximadamente 
o gráfico desta curva no entorno do ponto x — 
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1946. A função y é determinada pela equação 


тү y a arctg Ž (a 4-0). 


dp, Pr 
Achar Z e Tm 
ау 


1947. Achar & e P, se 


= 14 ay — 1n (e + e) = 0. 
1948. A função z das variáveis x e y é dada pela equação 
+29 P — 3лу: — 2y 4-3 — 0. 


de de 
Achar m. 
1949. Achar 2 e & 
d à “a 


жсов y + y cos z + z cosa 
1950, A função z é dada pela equação 
gib س کم س ایر‎ ху = 0. 


Achar Y e Ê para o sistema de valores х= —1, y —0,2— 
ААА эч IES 

1951. Achar $> E ARA + 
1952. f(x, y, 2) = 0. Demonstrar que $. 5. = —1. 


1953. z = p(x, y), onde y é função de x, determinada pela equa- 
ção ф(х, у) = 0. Achar Se 
1954. Achar d: e dis, se 
gh tato a 
1955. Seja х uma função das variáveis x e y, determinada pela 
equação 


Зла дуз pito Bee iR B 

Achar de e diz para o sistema de valores x —2, y = 0, z= 1 

1956. Achar dz e die, se In з = x + y +2— 1. А que são iguais 
as derivadas primeira e segunda da função z? 

1957. Seja a funcio diferenciável z determinada pela equação 

за у bat = (ах + by + ca), 

onde q é uma função qualquer diferenciável e a, b, c são constan- 
tes. Demonstrar que 


(ey — ba) = + (az — ex) s 


bx—ay. 
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1958. Demonstrar que a função z, determinada pela equação 
F(x — as, y— bi) = 0, 


onde F é uma função diferenciável qualquer de seus argumentos, 
satisiaz a equação. 


1959. Fl E 
1960. Demonstrar que a função z, determinada pela equação 
y — ele) | (e), satisfaz а equação, 
(жү dd а fayt 
AA _ угш any Lo. 
dat i3 dx dy dxdy da (8) 
1961. As funções diferenciáveis у е z da variável independente 
x são dadas pelo sistema de equações а? + y! — 2? = 0, x* + 2y? + 


+ 3# = 4. Achar #7, É, A, © quando x = 1, y —0, 2 1. 


1962. As funções diferenciáveis y e z da variável independente 
x são dadas pelo sistema de equações 
aya = a, x yb rm. 
Achar dy, dz, Фу, dis. 
1963. As funções diferenciáveis we v das variáveis independentes 
x e y são dadas implicitamente pelo sistema de equações 
ux y н = y. 


0. Demonstrar que de ++ 


Calcular 
du Dus фы Ou ә ә ж Do Dv 
y Ge! ay y de! êy" Qui. y ay 
quando х= 0, y = 1. 


1964. As funções diferenciáveis « e v das variáveis independentes 
ж e 3 são dadas implicitamente pelo sistema de equações 
5 apu=sgu-y=o 
Achar du, dv, du, de. 
1965. As funções diferenciáveis u e v das variáveis x e y são 
dadas implicitamente pelo sistema de equações 
x= Ф(и, v), y = Yu, v), 
КЕТҮҮ 
Dis v) 
du Pm э Pe 


дак 2“, de у, Ht 
ar’ Vy de! dy 


410. TROCA DE VARIAVEIS тт 


1966. a) Achar $£ c зе x= wcosv, y = useny, = 
b) Achar Ee E, se xc utu y= u o, z= un 

_ €) Achar dz, se x = e", y — e, z= w, 

1967. z= (у, р), onde y e q são funções das variáveis x e y, 
terminadas pelo sistema de equações 


- a=reosq y=rseng. 
de dr 

Achar z e > 

1968. Considerando z como função de s e y, achar & e $, se 
x= acoso cos, y= bsen е cos y, osen y. 


$ 10. Troca de variáveis 


Quando se trocam as variáveis nas expressões diferenciais, as derivadas que 
ШИ o 
; a 55 
E E mat 

К === 
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Exemplo 2. Transformar a equação 


+ (2-2 


tomando y como argumento e x como função, 
ae ele Externos as derivadas de y em relação а x por meio das derivadas 
le x em relação a у, 


“as O de 
ay 
= РА 
4e ах | de ШЕЗЕ ae 
= c F E 


ES 
1 D 


EXTERIS 


ow, finalmente, 


passando às coordenadas polares. 
aerem yr sen q a 
Solução. Considerando y como função de q, das fórmulas (1; obtemos: 
Е dz = cosq dr — r sen ẹ dẹ, dy = sen p dr + r cos ẹ dp, 
EM 
КЕТТЕРИ CUPIDO 


ораев ы, 
а 


as 
Colocando as expressões de x, y ¢ SÉ na equação dada, teremos: 


de 
sag E prse 
E 


nmg trung, 
resp rsenç 


dr 
coa rung 


элө. ROCA pe variáveis no 
oa depois de simplificar, 
Жок 
* 
da 2º. Troca de variáveis nas expressões que contém derivadas parciais. 
Exemplo 4. Transtormar a equação das vibrações de corda 
EM 
گیگ‎ opa 
em det enm 
“onde а função incógnita uix é diferenciável duas vezes, em novas variáveis indepen - 


al, B= x + at. 

Solução. Expressamos as derivadas parciais de 4 em 
de a em тту 

derivadas parciais p pt 


à x e t por meio 
las de derivação 


ЕЕ 


o dein 


Voltamos a derivar, aplicando estas mesmas fórmulas: 


cala aaa 


ZU E) = 


ld ds 


E 


Mee. 


Exemplo 5. Transformar а equação at ŠE + »- + 88, tomando como novas 


1 
variáveis independentes u = x, e = Û — Û e como nova função w = | 
» 5 T 
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ees оз 


de dm 
parciais SE o GE , Para tanto, dierenciamos as relações dadas entre as variáveis 
antigas e as novas 
io de, do SE oO O E 
>” = 


| "De outro ndo, 


fazendo x 
1970. Transformar a equação 


sã 
1— 3) t y 
(UAR 


fazendo x = cost. 
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1971. Transformar as seguintes equações, tomando y como ar- | 
ento: 


А tangente do Angulo y, formado pela tangente MT 
до conto мылын (ar 60); эс expresas 5 


к= 


nsformar esta expressão, passando-se às coordenadas polar: 


FIG. 69 
. Expressar a fórmula da curvatura de uma linha 


8 
и + o0 
as polares x = ¥ cos ọ, y = rsen Ф. 
74. Transformar em novas variáveis independentes u e v a 


x о = + y 
01975. Transformar em novas variáveis independentes we va 
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1976. Transformer a equação de Laplace» 
LN 
de дук 

em coordenadas polares r e q, fazendo 
x—r089 y = 

1977. Transformer a equação 


РЕЗ 
at 


fazendo u 


ay ev 


1978. Transformar a equação 


PRIME" 
Уа 7% 


(у= +), 
introduzindo as novas variáveis independentes 


P 


Ау у= 
=+5 


€ à nova função w = In z — (= + y). 
1979. Transformar a equação 
pe _ у ёт 


ae wey ду 


tomando como novas as variáveis independentes 4 


e como nova a função w 


1980. Transformar a equação 


fazendo u = x Жу, v= x — у, w = xy — s, Onde 19 = wu, v) 


$11. Plano tangencial e normal à superfície 


1º, Equações do plano tangencial e da normal para o caso em que a superfície © 
dada de forma explicita. Eecebe o nome de plano ial à uma superficie no 
Seu ponto M (ponto de contacto) o plano no qual estão situadas todas as tangentes no 
ponto A qvanto às curves regulares traçadas nesta superlicie e que passam pelo 
Ponto à 

Chama-se normal à uma superfi 
ponto de contacto. 


ie à reta perpendicular ao plano tangencial no 
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Зе а equação da superfície é dada de forma explícita num sistema de coorde- 
nadas cartesianas, £  /(*, 3), onde f(x. у) é uma função diferenciave), a equação do. 
ins tangencial no ponto Mito Jy 5) à Superficie será 

2 — щ = Ин» Yo) (X — 0) + Solo: 9) (Y— э. o 
озде з, = fire se) e X, Y. Z año as coordenadas varilvois do ponto do plano tan- 


As Iquações da normal têm a forma 
Km EA 
ile lte =1 


onde Х, ¥, Z sio as coordenadas variáveis do ponto da normal. 
"Exemplo 1. Escrever as equações do plano tangencial e da normal à superficie 


с e sos pao e e 


e 


Solução. Achamos as derivadas parciais da função dada e sens valores no ponto Af 


Donde, aplicando as temos (1) é 2), teremos a I= а — 2) + 20 +) om 
зк ¥ 2y — z — 1—0, que é a equação do plano tangencial e 

que são as equações da normal. — К 
КО rou лы que a Кеа раен 
Че forma Implica 


ET 


F(x, y, 2) = 0, 
AA os = 0, o ha Fg 39 60, ae 
equações. correspondentes terão a forma 
Ей» Yo 59) UC — xo) + Бл», Yor 55) (Y = ya) + Filter 
que é а equação do plano tangencial, 
Ыы © 
ГЛ] 
são as equações da normal 
Exemplo 2. Escrever a equação do plano tangencial e da normal à superficie 
Says = 2 = aà no ponto que tom х= 0,7 =. 
Solução. Aciamos а cota z do ponto de contacto, fazendo x = 0 e y=a na 
tação de supe: =A d donde # — a, Det forma, o posto de contacto 
а-а). 
—. Designaudo por F(s, y.) o primeiro membro da equação, achamos as derivadas 
e Seus valores no ponto AT: 


ECT, 


Fam зу, (рм 30 
= ta, (кум = 0. 
Fy dy ie, (Fiu — 30. 
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Aplicando as fórmulas (3) e (4), obtemos: — 
= 3-0 + Oly — a) — 
ou seja ¥ +: + a = O, equação do plano tangencial, 


XN FE 
E Eu ml 
a normal forma ángulos iguais com os eixos das coordenadas? 

1983. Pelo ponto M (3; 4; 12) da esfera х2 + y? -+ z= 169 
passam planos perpendiculares aos eixos OX е OY. Escrever a 
equação do plano que passa pelas tangentes às seções que os originam, 
no to comum M. 

984. Demonstrar que a equação do plano tangencial à super- 
li ficie central de 2a. jem 
n ах? + by! + са? = k (la| +1b1 + [e| 40) 
no ponto M(xs, Yo 2) tem a forma 
ахх + буу + enr = ho 

1985. Dada a superficie х? + 2y! + 32% <21 traçar planos tan 
genciais que sejam ao plano x + 4y — 6: = 0. 

1986. Dada o elipsóide 3. 24 5 = 1 tragar planos tangen- 
ciais que inteicptem nos eixos das coordenadas segmentos de igual 
grandeza. 

1987. Achar na superfície x? + y? — 22 — 2x = 0 os pontos em 
que os planos tangenciais a ela sejam paralelos aos planos coorde- 
nados. 


1988. Demonstrar que os planos tangenciais à superfície xyz = 
= т? formam com o Piana poser э чип tetrasdro de volume 
constante, в 

1989. Demonstrar que os planos tangenciais à superfície Jx + 
+ Vy + V3 = Va interceptam nos eixos coordenados segmentos, сија 
soma é constante. 


miel AME 
AE 
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t s Xo 2 
Demonstrar que o cone E +2 = ea esfera 
Prep. 


ie to d 1 

superfícies еее dray 
gulo formam em sua interseção o cilindro 2° + y? = R? 
era (x — Ry + y? + — R no ponto MZ» 23%, о) г 
Chamam-se ortogonais as superfícies cortam entr 
ndo um ângulo reto em cada um dos pontos da linha de 


trar que as superficies 4" + у? + s* = r* (esfera), y = 
) e г* (xº + y?) tay (cone), que são superfícies coor- 
sistema de coordenadas esféricas r, p, Ф são ortogonais 


J3. Demonstrar que todos os planos tangenciais à superfície 
а= х0) no ponto M(x, Y. 5), Onde x, + O, passam pela 
das coordenadas. 

. Achar as projeções do elipsóide 

Py ху 1=0 


Demorstrar que a normal em qualquer ponto da superfície 
lução = = ДУЗ + уй) (f 4 0) corta o seu eixo de rotação. 


Fórmula de Taylor vara funções 
iversas variáveis 


a função fir, y) tenha num entorno do posto (a, b) derivadas parciais conti- 
até ordem (я + 1) inclusive. Então, neste entorno é válida a Jórmula de 
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onde 
1 г E 
Fale, 3) = [e- ^£ + =) 2|" да+ ot — a) = 
A A] 


0<0<1, 
ou em outras anotações: 


JU KM = Л. 9) + a) + o Уй + 


1 m 1 z H 2 er 
file, ) + E, э) + лак УА A e, 
+ Уш + Aala, y) + Pi, Уй + tales 


1 el ay 
pede pes 
wea) оно о 
h= Are h= Ау; on 
Ала) = 408.0) ft, 3) de 
1 
xL arie * 
pea ec pem dh ОЮ. 0) 


No caso particular em que a = b = 0, a fórmula (1) recebe о nome lo 
urs a fórmula (1) recebe de уны, 
alas. аот Mo vádat paza as Roster MIU уз e vacila 

Exemplo. Achar o acréscimo que recebe a função Дз, 3) = ai — 23º Sy, ao 
passae don valores x = Ру раа с vara mi = РК у 2 EA, 
a coa енен po e on М ри 
dado (1; 2: 

dim) cid 

Же = бу Im, 

distr y) 6%, 

Жук) 3. 

fales) = — am, 

fei» = 6. 

Jays = o, 

ЖИ») =0, 

Flo >) = — 12, 

odas as deriyadas seguintes aero identicamente iguais a zero. Colocando os 
resultados obtidos” na fórmula (D, teremos: d "or 


Afix. 9) = NAM 248 — m 4:94 MAD + 


а +2 e 6 + HR O + зма Op M2) — 
س‎ 9h — 214 + эё RO — 26. 


1996. Desenvolver f(x + h, y + А) em potências inteiras e posi- 
tivas de A e k, se 
Дх, 3) = axt + 25ху + су. 
1997. Desenvolver a função f(x, y) = — x? + 2xy + Зу? — бх — 
— 2y — 4 pela fórmula de Taylor mum entorno do ропа (—2; 1). 
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. 1998, Achar o acréscimo que recebe a função f(x, y) = xy ао 
passar dos valores ж = 1,:y = 1 para os valores x = 1 + h, yı = 
Tak 

© 1999. Desenvolver a fi 


e positivas de A, k €}, se 
E Дх, у, з) = 5* + yt قو ج‎ — 2xy — 231— 2ys. 
2001, Desenvolver pela fórmula de Maclaurin, até os termos de 
ordem inclusive, a função 
Дх, у) = ё* sen у. 
2002. Desenvolver pela fórmula de Maclaurin, até os termos de 
ordem inclusive, a função 
Дх, y) = cos x cos y. 
. Desenvolver pela fórmula de Taylor, num entorno do ponto 
i; 1) até os termos de 2º ordem inclusive, a função 
A Jin у) = у. 
2004. Desenvolver pela fórmula de Taylor, num entorno do 
to (1; —1) até os termos de 3* ordem inclusive, a função 
Дх, xe 
2005. Deduzir as fórmulas aproximadas, com preciso de até оз 
mos de 2*. ordem, em relação ás grandezas a e B para as expressões 
la. же" + @+В/ 
СЕ? - М 
| e | B| são pequenas em com com 1. 
6*. Aplicando a fórmula de Taylor, até os termos de 2* ordem, 
alcular aproximadamente 
a) үт;03, 0,98; b) (0,95)%%, 
DOr Scis sucia [шудо implicita de x е у, determinada pela 
ção 23 — 2x: + y = 0, que toma o valor 2 = 1, quando x = 1 
е = 1. Escrever vários termos do desenvolvimento da função z em 
tências crescentes das diferenças x — 1 e y— 


fe у, а) == аа yt Za — 
fórmula de Taylor num entorno do 


б з 
с aa ee 
сз шшш 
EB" e. © minimo os minimo де uma funta тисе 
Ко о ы шшш шс 
função de trés ou mais variáveis. 


1. Del de extremo de uma função. Diz-se qi 
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2. Condições necessárias a existência do extremo. Os pontos em que a 

função diferenciável /(2, у) pode alcançar um extremo (isto d, ou chamados font: 
biiain arisi] sio ало y ais de o ações 

ru o 

олан аена, pura. адасы! 06 extremo) O stems: (1) & оет a 

apa. equação fur, y] 0 pare todos os As a AY. No caso eral, ho onto, estreno 
Pía, b) da função f(x, y) ou df(a, b) = 0, ou dfía, b) não existe, 

2 Condições suficientes para а existència de extremo. Seja Pla, i) wm ponto 
estacionário de tenção Де, y), fio, Да.) — O, Nato cano: a) a ВАНИ 
da? + dy? > 0, então fía, b) é um máximo da função f(x, y); b) se d(a, 0) > 0, sendo 
da? + йу > 0, então fía, b) é o minimo da função f(x, y); с) se d'/(a, b) muda de sinal, 
então fía, b) não é ponto extremo da função f(x, y). 

As, condições citadas equivalem da seguintes: seja fifa, ) — fila, 0) =0 o 
A Lacio D, B = fado), C = fala. 3. Formamos o discriminante 

Am ACT 


Neste caso: 1) se А > 0, a função tem um extremo no ponto Pla, i) e ele é um 
máximo. se A < O (ou C < 0): é um minimo, se 4 > 0 (ou C > 0): е A < O 
по ponto Pla b) nao existe extremo; 3) se A = Û, a existência de extremo da função 
ho ponto Pla, В) fica indeterminada ( nesesario prosseguir a investigação). 

47. Caso de função com muitas variáveis, Рага а função de três ou mais variáveis 
as condições necessárias para a existência de extremos são análogas As condições ds 
Parágrado 1º, (1), e as condições suficientes, análogas As do parágralo J A) D) e €). 

Exemplo 1. Averiguar os extremos da função 

sm + эку е By 
Solução, Achamos as derivadas parciais e formamos o sistema de equações (1) 
а 


= py =0, Üasy-n-o 
ay 
at yi 3=0, 
»-2-0. 


Resolvendo este sistema, obtemos quatro pontos estacionarios: 
тз); Р: Wi 
Achamos as derivadas de 23 ordem 


P1; =; B2 =) 


Аас B m зв—14 < о. llo @ no ponto P, alo Mb extremo 

2) Para o ponto P,:4 — I2, B=6 C= 12; A=114—36>0, A> 0. 
No ponto P, a função tem um minimo. Este minimo 4 igual ao valor da função. 
quando а = 2, у= 


O PT TETTI 
a Para o ponto ela 13,6 
hû extremo. 


A = 36 — 14 <0,Nio 
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Жыт. 
Li Emo 
fa в 
Lia 

wit 


то 
três incógnitas =, y, A, do qual, de forma geral, se pode deduzir estas incóg- 
(до da existência e caráter do extremo condicionado é resolvido na base 
o do sinal que leva a segunda diferencial da função de Lagrange 
гк er 

ёр, у = DE qu + 2 DE a, ay EE 

а +20 ara 
“sistema de valores de s, y, A que investigamos, obtidos de (2), com a condi- 
que dx e dy estejem relacionados entre si pela equação 


PLI 9-0 last + дэу. 


ente a função fla, y) terê um máximo condicionado, se dF < 0, é um minimo 


(amente, acham-se os extremos condicionados das de trés ou mais 
vm quando existem uma ou mais equações de ligação (jo número deve ser 
“que o de variáveis). Neste caso, é necessário incluir na função de Lagrange 
datores indeterminados, quantos forem as equações do enlace. 


2. Achar оз extremos da função 
em 6-4 رد‎ 
a condição de que as variáveis x e y satisfaçam a equação 
sypel 
Gcometricamente, o problema se reduz a encontrar os valores máximo 
е cue ede piae E 1 Go és ave улок» de мей com 
os а função de Lagrange 
Fa у) = 6—4 — Dy + 0 


E = самгшо йй. FUNÇÕES DE. DIVERSAS VARIAVEIS 
Temos SE = — 4 + ме, LE — 3 22у, As condições necesarias são fornecidas 
x 7 
WI RES а урод: 
L4 mao, 
- 3 
РЕР 
que, зо ser resolvido, nos di 
B 3 
Ea EU 
2 $ * 


5 
ge 
Br ир 
ca E PR а 
p aay әт 
ФГ = 2М@л* + dy’). 
Semi к= iem À, еш MEDO в. portanto, neste pono à função 
i а 3 
E 
"OW 5 
dU qp eL 
Data ina] 
өү» 
duto tpa Lt 
j3 5 ba 5 


s máximo e minimo absolutos da função. Toda função diforenciável 
тий о fachada atinge eu valor máximo (minimo), on em um ponto 
ou em um ponto do limite da região. 

Exemplo 3. Dotorminar оз valores máximo ¢ 
задо da função == at $ yi Ay o yon 
Tuo таб уе x ye A 

Solução. À regido indicada é ша triángulo 
(fig. 70) 

1) Achamos os pontos estacionário 

[ош кув 
ým- x F10: 

donde s= — 1 
eT 

No ponto M o valor da função é zw = — 1 
Não é necessário investigar se hà extremo, 

2) Examinamos a função no limite da regiño 


— 1; obtemos o ponto 
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x 0, temos ques = 3% + y eo problema se reduz a procurar o máximo 
o Minimo absolutos desta funglo de um argumento no seginento — 3 € y € O. 
aset esta investigação, achamos que (ац) о = б по ponto (0; — 3); (ај, ат 


Lao ponto (v — 1) 
Quando y = 0, temos que z= 1 + х. Analogamente, achamos que (igo = 6 
ponto (73:95 Goa = — d no ponto [ 0)» 


аа c 


nûş y= — 6 coincido com (дыц) ¢ (uly. Na reta + + 

ег eli investigação da existência do extremo condicionado sem recorrer à função de 
Vb argumento. 5 

“Comparando todos os valores da função z obtidos, conclusão 

il Sae a ponios OO dia = C Т ТЯ 


М Investigar se têm extremos as seguintes funções de duas variáveis: 
2008. z= (x — 1): + 2y 2009. z = (x — 1 —2y% 

О 2010. z= د‎ 4 ry + 2а — y. 

2011. == 233546 — x — у) (x >0, y 20). 
| 2012. z= 43 -- yt — 2a? + Axy — Dyt, 
з, 1 Lo A 1 (а у. 


2015. s = (x? 4 уз) om, 


2016. : = => 


j 20161. = + + y (х 2:0, y >0). 
20162. z= "(x — 29). 


“Achar os extremos das funções de três variáveis: 
Py ray ax — 24. 
+ GO 320, 2>0). 


V 2018. 


| Achar os extremos das funções з, dadas de forma implícita: 
2019*. x? + y+: — 2x4 4y — 6:— 1 9. 

С 2020. 33 ج رھ + چ3 دو‎ BRO. 
. Determinar os extremos condicionados das funções: 
2021. :— xy quando x+ y= 1. 
2022, z — x + 2y quando x? + y 
02023. z= a p? quando $e 
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2024. : — cos! x + cost 
2025. u 


y quando у # = f. 


— 2y 4-2: quando x? + y? +z = 9. 
É + 3º 42% quando É + Z = 1>> c>), 


O^! quando х y +3=12 (x >0, y >0, 2 =0). 
yz com as condições: х+у+г=5, xy + ya + 


2929. Demonstrar a desigualdades 


trt: syam 
se x20, y>0, 320. 
Indicação. Procurar o máximo da função u = xyz coma condição 
de que x+y4z=S, E > P 
2030. Determinar o máximo absoluto da função г = 1 + x + 2y 
nas regides:a) x20, y>0,x + y<1; b) x20, y«0,x — y « 1. 
2931. Determinar o máximo e o mínimo absolutos das funções: 
aty e b) а? — y! па região x? + у 1. 
2032. Determinar o máximo e o mínimo absolutos da função 
3 sen x + sen y + sen (x + y) na região 0 < x<3, 05 y< "a 


a) 


2033. Determinar o máximo e o mínimo absolutos da função 


z= + 52 — Злу na região 0 < 1< 2, — 1< y< 2 


$14. Problemas para determinação 
dos valores máximos e mínimos das funções 

Exemplo 1. f preciso dividir um número positivo a em três termos tanibém 
positiva Че forma que © produto destes seja alo 


Solução. Sejam os termos procurados s, y, а — x — y. Procuramos o máximo 
absoluto da função fix, y) = ayla — x — y). ES 


Pelo sentido do problema, a função (v, y) é cxa- 
minada dentro do triángulo fechado 4 > 0, y > 0, 
3b y <a (fig. 70) 
Resolvendo o sistema 
Jis) ma 26— у) = 0, 
dis 3) = x(a — x — 2y) =0, 


(02) 


obtemos para o interior do triangulo um só ponto 
estacionário [2; 2). Verificamos se sto compridas 
6:3) ed 


às condições. necessárias. “Temos Sigla; y) = — 29, 
ик) = а—2»—2у. у) = dr 
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ajas 
3 3 a) 
3) Ža е AR ACASO, 

Fa 5). Como no contorno do trin- 


Э) = 0, este máximo será o máximo absoluto desta função, isto é, 


46 


е o valor máximo do 


Observação. Este problema poderia ter sido também resolvido pelo método do 
fecino Condicionado, procurande.se 0 máximo da função u = туз сога a condição 
que x +y + sm 


_ 2034. Entre todos os paralelepipedos retangulares, de volume V 
, achar aquele, cuja superfície total soja menor. 
“2035. Que dimensões deverá ter uma banheira retangular 
aberta, de volume V dado, para que a sua superficie seja a menor 

? 


2036. Entre todos os triángulos de perímetro igual a 25, achar 
tem maior área. 
. Achar o paralelepípedo retangular de área S dada que 
о maior volume possível. 
Representar o número positivo a em forma de produto de 
fatores positivos, cuja soma seja a menor possível. 
2039. É preciso achar no plano XOY um ponto M(x, y) tal, que 
dos quadrados de suas distâncias até as trés retas: 4 = 0, y 
0, x — y + 1= 0, seja a menor possivel. 
Achar o triângulo de perímetro 2f dado, que, ao girar em 
torno de um de seus lados, forme um corpo de maior volume, 


д 
Que 
Irático 
omento de inércia) deste sistema de pontos, em relação ao ponto 
o é, a soma m, P,P! + ws PP? + mo P,P") seja o menor possível? 

Fazer passar um plano pelo ponto M(a, b, c) que forme com. 
lanos coordenados um tetraedro que tenha o menor volume 


2043. Inscrever em um elipsóide um paralelepipedo retangular 
tenha o maior volume Buc s 

‚ 2044. Calcular as dimensões exteriores que deverá ter um caixote 
angular aberto, com espessura dada das paredes de 3 e a capa- 
lade (interna) V, para que em sua fabricação seja gasto a menor 
intidade possível de material. 
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2045. Em que ponto da elipse 


=1 


+ 


Г 


a tangente a esta forma com os eixos coordenados um triángulo d. 
menor Área? 


2046*. Achar os cixos da elipse 
5e Вху + 5у* 9. 


2047. Em uma esfera dada inscrever um cilindro cuja superficie 
total seja máxima. 

2048. Os cursos de dois rios (dentro dos limites de uma deter- 
minada região) representam aproximadamente uma parábola y — 
= ха e uma reta x — y — 2 = 0. Deve-se unir estes rios por meio de 
um canal retilínco que tenha o menor comprimento possível. Por 
que pontos deveremos traçá-lo? 

2049. Achar a distância mais curta do ponto M(1; 

Мей 
«Пек а 

2050*. Os pontos А e B estão situados em diferentes meios ópticos, 
separados um do outro por uma linha reta (fig. 72). A velocidade 
de propagação da luz no primeiro meio é igual a v, e no segundo, 
vy Aplicando o “princípio de Fermat”, segundo o qual o raio lumi- 
neso se a do longo da linha AMB, cujo percurso exige um 
tempo minimo, deduzir a lei da refração do raio de laz, 


; 3)à reta 


FIG, 72 


2051, Aplicando o “princípio de Fermat”, deduzir a lei de reflexão 
do raio de luz de um plano num meio homogêneo (fig. 73). 

2052*. Se por um circuito elétrico de resistência R passa uma 
corrente I, a quantidade de calor que se d. em uma unidade 
de tempo é proporcional а I*R. Determinar como deverá ser distribuida. 


GAS. PONTOS SINGULARES DE CURVAS PLANAS 5 


Ero! Tu 1, e I por meio de três condutores de resistências 
Ro Ra Ei ir dame para que o desprendimento de calor 
minimo? 


§15. Pontos singulares de curvas planas 


| Definição de ponto singular. Um ponto MU» y) de uma curva plana 
ido de porto singular, зе stas coordenadas satistazem simulta- 
às etr emos 


dise el = O 


ў Tipos cipais de pontos 
DÃO Re. Dr ae decades де 2 ordem 


4 jube) В filter 3dr 


a Sejam todas iguais а zero e que 
A = 4C = BN 


fala yd m. Fl ve) = 0. 
Suponhamos que no ponto singular 


сї 


neste caso teremos: 
ae AS O, M será um ponto isolado (fig. 74): 
SR A Ct М um panta кыы (ponio db) La gu 
A SO. M pode ser om ponio de reversão de V^ espécie (ig. TO), ou de 
SAO M PUE oa un ponio clado, ou um ponto duplo com tan 
inia snes (ie. 78) à 
Ao river oc problemas desta parte é obrigatória a construção das curvas. 
1 Бром que a cerva JA — art + tem: um ponto nodal je 
ponio fla, ж а O e um ponto de reverao de 1%. sapie, se 
ша мене cas, Jir, 9) — ash 23 — 3º. Achamos as derivadas parcais 
ранае 


di, y) m 2ах + Зай 
fies = — 2y =0. 


im as coordenadas 


2 
a tratem as — 0 N(—2 өө], rs 
io a saem t equação da cav ама. Tt 4 M um d ponto si 


O (о: 0). 
“Achamos as segundas derivadas e seus valores no ponto O: 


л. у dan А 28, 

Jite. = 0. # =o, 

E  €-- 
A = 4C p= 4a. 


into, 

38450, então À < O е o ponto O nodal (i. 79): 
112042052 Ponte о é balado бу. B0); a 
MRS SG enas À 2 0, A cqpação da curva neste cano ser уй = эй ов у = + VFS, 
Ra O a c DA es dao ao em OX, que 6 tangente i 
m ER e EAE M seri а potio de reversão de T^ espécie (ig. 8D- 


E 
и, 
кя FIG. 35 бс» 
y 
D 
FIG. 77 WM 


ao 


FIG, 79 H 
G. 81 


D 
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Determinar o caráter dos pontos singulares das seguintes curvas: 
2053. y = — a? + at, 2054. (y — x)? = 43, 
2055. aty? — atst — x". 2056. ارد‎ x° — уз = 0. 
2057. 4º + у? — 3аху — 0 (folha de Descartes). 

a? (cissóide). 

аи? — y?) (lemniscata). 

— (a — x) x? (estrofóide). 
2061. (x* + y") (x — a)? = bix? (a>0, b> 0) (concóide). Examinar 
casos: 
)a-5 2a-b 3acb 
2062. Determinar como varia o caráter do ponto singular da 
32 = (x — a) (x — b) (x — ©) em dependência dos valores de a, 

€ b& с são reais) 


16. Envolvente 


5 Definição de envolvente. Chama-se envolvente de uma familia de curvas planas 
a curva (ou o conjunto de curvas) tangente à todas as linhas desta família, 
"ads um dos seus pontos está em contacto com alguma linha da família 


Equação da envolvente. Se uma fimilia de curvas, dependente de um parà- 
“variável а, 


He у, а) = 0, 
é diferencíável, tem envolvente, as equações paramétricas desta são determi- 
por meio do sistema de equações 
fis y a = 0. 
Дж 3,0) = 0. 
zando o parlmotro æ do sistema (1), teremos uma equação da forma. 
Dix y) = 0, [5 
wêm assinalar que a curva (2), obtida formalmente (a chamada "curva dis 


J, Juntamente com a envolvente, se esta existir, pode conter um lugar geo- 
de pontos singulares de dada famili, que não tomam parte da envolvente 


a 


тюе ас os problemas deste parágrafo recomenda-se construir os gráficos. 
lo 1. Achat a envolvente da família de retas 

жю у шө cio PO (pm ай #9 > @. 

Lite а зда do mas depende do parte Compomes o чыта 


E АС cr 
= x sen a + y cos a = 0, 


Resolvendo este sistema em а x e y, obtemos as equs ramétricas 
la envolvente = Eo Es щру 


s=pesa yp sen. 
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Elevando ambas as equações ao quadrado o somando-as, eliminamos o pará. 
meto а: 
Pra 
Desta forma, a envolvente desta familia do retas é uma circunferência de raio 4, 
com centro na origem das coordenadas, A família de retas dada 4, por sua ver, 4 
família de tangentes desta circunferência (fig, 82). 


YA 


rio. s2 
2063. Achar a envolvente da familia de circunferéncias 
E 


c 
2064. Achar a envolvente da família de retas 
le 
DL. 


(k é o parâmetro, $ = const). 

2065. Achar a envolvente da família de circunferências de raio 
igual a R, cujos centros se encontrem no eixo ОХ. 

2066. Achar a curva que envolve um segmento de comprimento /, 
quando seus extremos resvalam pelos eixos das coordenadas. 

2067. Achar a envolvente da família de retas que formam com 
os eixos das coordenadas o triângulo de área constante S. 

2068. Achar a envolvente das elipses de área constante S, cujos 
eixos de simetria coincidem. 

2069. Averiguar o caráter das “curvas discriminantes” das fami- 
lias das seguintes curvas (C é o parámetro): 


а) у = (х — С)" (parábolas cúbicas) ; 
yy — C) (parábolas semicúbicas) ; 

о) 3° = (x — C)? (parábolas de Neil); 

d) (a + x) (y — С) = ха — x) (estrofóides). 


' | 
2070. A equação da trajetória percorrida por um projétil lançado 


E 


COMPRIMENTO DO ARCO DA CURVA NO ESPAÇO 


nto O, com velocidade inicial ть ¢ formando um ângulo æ 
desde Horizonte (desprezando-se a resistência do ar), é 
Гы 


t y=xtga— ` 


` onde g é aceleração da gravidade. 
as о ángulo х como parâmetro, achar a envolvente de todas 
as trajetórias do projétil, situadas num mesmo plano vertical (“pará- 


bola de segurança”) (fig. 83) 


FIG. 83 


$17. Comprimento do arco da curva no espaço 


“A diferencial do arco de uma curva no espaço em coordenadas cartesianas retan- 
Eulares é igual a 


ras 


ds = VFT 
onde x, у, s são as coordenadas variáveis do ponto da curva. Se 
0. yey =a 
irva по espaço, o comprimento do arco no intervalo 


la < to), Será. 


Sib as equações paramétricas d 
compreendido entre £ = f 


MET ES NE 
MARA 

“Achar o comprimento dos arcos das curvas dadas nos problemas 

.. 20712076: 

2071. 

2072. x = 2cost, y = 2 sent, s— 

2073. x = & cos t, y 

“arbitrário de +. 


2074. y= 2 


P, s=% de t=0 até 1=2. 


det=0 até t 


esen f, z= e det=0 até um valor 


6. 


É de x= até x 
D 
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К. qe x= 3y, 2xy = 9: do ponto 0(0; 

2076. 
o ponto M(x, Yọ, зу). 


. A posição de um ponto m instante qualquei é 
determinada pelas equações" 7! instante qualquer 46 >0) 


х=, у= Ыр are, 


SE a velocidade média do movimento entre os instantes 4 — 1 


) até o ponto M(3; 


aarcsen 5, з= do ponto O (0; 0; 0) até 


$18. Função vetorial do argumento escalar 
1º, Derivada de uma função vet жа orpimento 
coil Privada do uma função vetorial de um argumento car, A função ns 
ao. isto é, de Juas projeções sobre on eia das coordenadas 
Eq a = as as j + мди. 
onde. ө E são vetores unitários (ortos) dos eixos coordinados Ox, Оу e Ox 


ad da Função “vetoria a = аш) em religio ао агрышба Gus 1 ¢ 
uma nova função vetocial determinada pala igualdade “e TE escal 


demam SULA 90 de гып 
amo ar а а 
O módulo da derivada da função vetorial é igual a 
day 


VEET ET 
ы ы EA L 


P= A E + yt) j Hal) e 
que recebe o nome de Jodágrafo do vetor т. 


E 
A derivada “© representa um vetor, tangents ao hodógrafo no ponto corres 
pondento, sendo 


| КЕ 


а 
onde s 6 o comprimento do arco do hodógrato, tomado desde um ponto inicial. Em 
particular | CES. 

p 


de 
Se о parâmetro £ d o tempo, TT — e é o vetor da velocidade do extremo do 
vetor me 


4 o vetor de aceleração deste extremo. 


зиз. FUNÇÃO VETORIAL DO ARGUMENTO ESCALAR ET 


2%. Regras priacipals para a derivação de funções vetoriais de um argumento 


escala 
. da db do 
narra de 


a a 
2) ба) = н E , onde m é um escalar constante; 
3) É Gao а + q E , onde (0 6 uma função escalar de 1; 
„ез bra з ахы Eo 
sn ез; та Š v lal = const 


Exemplo 1. O raio vetor de um ponto móvel é dado, em qualquer instante do 


tempo, pela equação 


— aj + aee w 

Determinar a trajetória, velocidade e aceleração do movimento. 
Solução. Da equação (1) temos: 
rl у——4% 1-0, 
Eliminando o tempo f, temos que a trajetória do movimento é uma linha reta 
ENES 
RES 
Derivando a expressio (1), achamos a velocidade do movimento 


E 
Le apr om 
dt ч 


e à aceleração do mesmo 
— 8j + 6k. 


A grandeza da velocidade 8 igual a 

E 

«| 

Notemos que a aceleração é constante e tem a seguinte grandeza: 
| EFF = шю. 

2078. Demonstrar que a equação vetorial r — r, = (ra — т) 6, 
onde тү e r, são os raios vetores de dois pontos dados, é a equação 
de uma reta 

2079. Determinar que linhas são os hodógrafos das seguintes 
funções vetoriais: 

ar=ate c) r = a cost +b sen £; 

b) r = at + bi; d) r = a cosh t + b senh f, 
onde a, b ce são vetores constantes, ao mesmo tempo que os vetores 
а c b são perpendiculares entre si. 


FE 10 ei. 


18-35 


E + CAPÍTULO VI. FUNÇÕES DE DIVERSAS VARIÁVEIS 

2080. Achar a derivada de função vetorial da função a()) = a(t) а), 
onde a(t) é uma função escalar e aº(1) é um vetor unitario, nos casos 
em que o vetor а() varia: 1) somente em comprimento; 2) somente 
ireção ; 3) em comprimento e direção (caso geral). Esclarecer o 
sentido geométrico dos resultados obtidos. 

2081. Aplicando as regras para a derivação de função vetorial 
de um argumento escalar, deduzir a fórmula para a derivação do 
produto misto de três funções vetoriais, а, b e e. 

2082. Achar a derivada em relação ao parâmetro /, do volume 
do paralelepipedo construído sobre três vetores: 

a=i+ij+tk; b—28—j-- Pk; e— — Pi + Rj +k. 

2083. A equação de um movimento é 

т = 3i cos t+ 4j sen f, 
onde £ é o tempo. Determinar a trajetória deste movimento, a velo- 
cidade e a aceleração do mesmo. Construir a trajetória do movimento 
t os vetores da velocidade e da aceleração para os instantes f = 0, 
t=Eet=E. 
4 


n 
2084. A equação de um movimento é 
r=2icost + 2j sent + ЗК. 
Determinar a trajetória, velocidade e aceleração deste movimento. 
A que são iguais a grandeza da velocidade e da aceleração do movi- 
mento e quais são suas direções nos instantes ¢ = 0 e { =? 


2085. A equação de um movimento é 
т = i соз a cos of + j sen a соз wf + № sen aí, 
onde a c e são constantes e £ é o tempo. Determinar a trajetória 
do movimento, a grandeza e a direção da velocidade e a aceleração 
do movimento. 
2086. A equação do movimento de um projétil (desprezando-se 
a resistência do ar) é 


row ER, 
onde to Pos: tg, t] é a velocidade inicial. Achar a velecidade e a 
aceleração num instante qualquer. 

2087. Demonstrar que se um ponto se move pela parábola y 
2 = 0 de tal forma que a projeção da velocidade sobre o eixo OX se 
mantém constante ll = const), a aceleração também se manterá 


constante. 
2088. Um ponto situado па rosca de uma tarraxa, que se enrosca 
numa viga, descreve uma linha helicoidal 
ж = a соз B, y = a sen 8, z= Л, 


119, TRIEDRO INTRÍNSECO DA CURVA NO ESPAÇO E 


le 0 é o ángulo de giro da tarraxa, a, o raio da mesma e h, a 
ção correspondente ao giro de um radiano. Determinar a velo- 
do movimento do ponto. 
2089. Achar a velocidade de um ponto da circunferéncia de uma 
de raio а, que gira com uma velocidade angular constante t 
tal forma, que seu centro se desloca em linha reta com uma velo- 
le constante v- 


19, Triedro intrínseco da curva no espãço 


Em todo ponto М (s, у, г) que não seja singular, de uma curva no espaço 

PÍO, podese construir um iriedro intrínseco formado por ris planas perpendi- 
enire si ig. 89): 

D csculador MAM, no qual situam-se оз vetores SE e Ê ; 

I) o plano My no q -se iunt 


EE venal eds, нне ae s 
o S rc мылан ашышы pu 


As Interseções destes três planos formam três retas: 1) а tangente MM, 2) a 
Principal MM, © 3) а binormal MM, que se determinam, respectivamente, 

vetores: 

YF SE fortor de tangen) ; 


DE # у EE forio da binormat), e 


3) N — Hx Т (ctor da normal principal) 
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as coordenadas variáveis do ponto da tangente, as equações 
desta tangente no ponto M(x. у, 2) terão а forma 


IL] 
de dy É 
onde Tem SE, Tym , т, = SE ; partindo da condição de perpendicularidade 
da reta e do plano, obtemos a equação do plano normal: 
TAX) TVN + TaZ — A =0: [7 
Sobsttuindo nas equações (1) e (2) Ta, Ty. Te por Ba, By, Da е Na Ny, Ng, obtemos 
a quiste ds reas inormal é normal principal е, Fenictivaments, don planos 
сыг e retitican 


Exemplo 1. Achar os vetores unitários principais +, v e B da curva 


PRP a 


=n 
жө ponto t= 1. 


Escrever as equações da tangente, normal principal e binormal neste ponto 
Solução. Temas: 
rn ej + Ok 


ar 
E =+ au] + sem, 


du 
ps 
wc 


Portanto, para {+41 obtemos: 


A 
* 


ijk 
в-а 12 s|=6i— 6j +28: 
Я 025 
1 5% 


N=BxT=|6 —6 2=-2- 
P ass 


16j + 18h 


4 18. TRIEDRO INTRÍNSECO DA CURVA мо ESPAÇO эв 
dem „_м-у+, ااال‎ EA 
va vs 7 [E 


o para (= 1, temos # = 1, у= 1, 2= 1, então 


1ے 1-+ 


а, 


equações da normal principal. 
“Se a curva no espaço é dada como а interseção das duas superfícies 


Fly =0, бау) =0. 


dear dos vetores SE е SE podemos tomar os vetores dr(d dy, &:) е 


м, y, ёч}, podendo-se Considerar una des variáveis #, y, ото indepen- 
Тары qua Poa quad dücencal d igual a эшо. 
Escreve à equação de piano osclador да ircnterência 


Pipi «+у+а=0 o 


sds ydydrdro 0, 
a + dy + do 0 


Фә dy + y di a da = O, 


Py at =0. 
sei y= i ro — 2, teremos: 
P dra 
2 2 
——— HÀ 
br з кам 3 


, o plano owculador é determinado pelos vetores 
A 
(ax, dx, 0) e jo -iasie] 


(1-710 e (0-10 
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Donde o vetar normal ao plano osculador é 


i jk 
B-|1 =1 o|= -t -j -k 
oaa 


e, amim, sua equação será 
= це h-o- IDO, воб хута 
como deveria ocorrer, já que nossa curva se encontra neste plano. 
2090. Achar os vetores unitários principais т, v, В da curva 
a=1—cost, у= зеп, s=t 


no ponto é — 


2 


2091. Achar os vetores unitários da tangente e normal principal 
da espiral cômica 
r=elicost+jsent+h) 
em um ponto arbitrário. Determinar os ângulos que formam estas 
retas com o eixo OZ. 
2092. Achar os vetores unitários principais т, v, B da curva 


у= а. s=2x 


no ponto x — 2. 
2093. Dada a linba helicoidal 
s=acost y=asent, s—M, 
escrever as equações das retas que formam as arestas do triedro 
intrínseco em um ponto arbitrário desta linha, Determinar os co-se- 
nos diretores da tangente e da normal principal. 
2094, Escrever as equações dos planos que formam о triedro 
intrinseco da curva 
уни 6, 
no ponto М(1; 1; 2). 
2095. Achar as equações da tangente, do plano normal e do plano 
dies e E E 


UE at‏ ي 


==, y=, к= 
no ponto M2; 4; 8). 
2096. Achar as equações da tangente, da normal principal e da 
binormal num ponto arbitrário da curva 
rt 
+ 
“Achar os pontos em que a tangente a esta curva é paralela ao plano 
4+3y+2— 10 = 0. 


=£, а=. 
ст 


420. CURVATURA DE FLEXÃO E TORSAO DE UMA CURVA E 


2097. Achar as equações da tangente, do plano osculador, da 
sal principal e da binormal da curva 


ys 


s=£ 


ponto ¢ = 2. Calcular os co-senos diictores da binormal neste ponto. 
2098. Escrever as equações da tangente e do plano normal às 
uintes curvas: 

a) x= R cost, y= R sen t cos f, 2 = R sen t, quando t = T 


no ponto (1; 1; 2) 
x+ z= 5 no ponto (2; 2V3; 3). 


y= х na origem das с 
7 2100. Achar a equação do plano osculador à curva x = 2, 
e^. s LT no ponto? 
2101. Achar as equações do plano osculador às curvas: 
а) a+ y! +: = 9, х* — y? = 3 no ponto (2; 1; 2); 
b) a? = 4y, хз = 24: no ponto (6; 9; 9) 

= 1% em qualquer ponto da curva (xo 


02. Achar as equagóes do plano osculador, da normal principal 
da binormal à curva 


Curvatura de flexão e torsão 
e uma curva no espaço 


1º. Curvatura de flexão. Entende-se por curvatura de Jlesão de uma curva 
ar no ponto M, o múmero 


EI CAPITULO VI. FUNÇÕES DE DIVERSAS VARIÁVEIS. 
onde q € о Angulo de giro da tangente (ângulo de contingência по segmento de curva 


MN e Аз, о comprimento do arco deste segmento de curva. R se ch 
curvatura de flexo. Se a curva é dada juação т. "т. onde 4 E O aapi 
mento do ce então teremos: ү A келн a 


E 


o 


2º Coreatora de torso. Entende-se por cura yıl de uma curra 
ponto M, o número pd ас: E 


onde 6 é о ângulo de giro da binormal (ângulo de contingência de 2º grau) no seg- 


mento de curva MN. A grandeza p se chama raio de curvatura le 
gesto de cues MN. А grandem р de curvatura de sorsdo de 2° grau. 


озде o sinal negativo $ tomado, quando os vetores Ê ey têm a mesma 
E FIRES direção, 


é о sinal positivo, em caso contrário. 
Se r = т{0, onde 1 é um parâmetro arbitrário, teremos: 


a 


Exemplo 1, Achar as curvaturas de Пехдо e de torsão da linha helicoida! 
тасв јава ы (220. 
Solução. Temos 


ar 


AE tanem faces + kb, 


E 
SEmi a cost jasent 


E 


= iaten t- jacot 


элө. CURVATURA DE FLEXÃO E TORSÃO DE UMA CURVA E 


єк 


acot b 


= f ab sen t — f ab cos ticae 


asns 
„ bascando-se nas fórmulas (1) е (2), obtemos: 
COCE 
RA ee 
аша B 
s merP AXE 


4, para a linha helicoidal as curvaturas de flexão e de torso são constantes. 
3°. Fórmulas de Frenet 


a 


pi D 


2104. Demonstrar que sea curvatura de flexão € igual а zero em 
os pontos de uma linha, esta é uma reta. 


02105. Demonstrar que se a curvatura de torsão é igual a zero 


todos os pontos, esta é uma curva plana. 
2106. Demonstrar que a curva 
X—14-30E2B, y= 2-24 50, 


le 


Dry 208—1, 5—28: $35 0. 
2108. Calcular as curvaturas de flexão e torsão das seguintes 
as em qualquer ponto 

а) x= æ cos 4, y= ё sent z= ê; 

E cosh £, y = a senh f, z = at (a > 0; linha helicoidal hi- 
ica). 
2109. Achar os raios de curvatura de flexão e torsão das seguintes 
em um ponto arbitrário (я, y, 2) (os parâmetros são positivos): 

аз = баз; 
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2110. Demonstrar que as componentes tangencial e normal do 
vetor de aceleração te se expressam pelas fórmulas 
en 2 
= E ws 
onde v é a velocidade; R, o raio da curvatura de flexão da traje- 
tória; + e v, os vetores unitários da tangente e da normal principa: 
а curva. 

2111. Pela linha helicoidal r = É a cost + j a sen £ + bt k move-se 
uniformemente um ponto com velocidade v. Calcular sua acelera- 
ção w 

2112. A equação de um movimento é 

r=ti4 Bj Pk. 
Determinar nos instantes £=0 e £= 1:1) a curvatura de flexão 
de trajetória e 2) as componentes tangencial e normal do vetor de 
aceleração do movimento. 


Capítulo VII 
INTEGRAIS MÜLTIPLAS 
E CURVILÍNEAS 


^. Cálculo imediato de integrais duplas. Chama-se integral dupla de uma função 
“ft. y). sobre um recinto fechado e restrito 5 do plano ХОУ. o limite da 
integral Cupla correspondente 


Gro na dedy m DDD fis An. 
© ao . 


0 


J pertences 


Integração. 


pe 
fre макау = D d de 20, 


ao calcular | Ли, 3) dy se considera x como grandeza constante- 

¡campo Ši integração 5 está limitado por baixo e por cima pelas retas y =y 

Bi ro) contanto que рик esquerdo o a irse lido peut 

4 Дет т оа T | cada ume das 

een ex utl onte pe hcl PC OTT Y cy) i. 59. 
to ao сыз anterior temos: 


eren Jo re 


fis, 9) dx se considera y como grandeza constante. 
wh 


ão calcular a integral 
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Se o campo de integração não pertence a nenhuma das formas anteriorm 
izado, piece se уН сш. Ata de ta ту) - 
Pima guta Temas, de doma que cada unia dalas tisponda 


о campo de integração ABDC (fig. 87) está limitado pelas duas retas 
(2 2e x = 2 e por dois ramos da 
Д y=VTFA ey=-VIFA, 


é, pertence à primeira forma. Temos: 
з oque 
Siri micas a V лел» | 
da is 
“Calcular as seguintes integrais reiteradas: | 
ans Jaro come ane pets 
2 is je] ze 2116. faja. 
о о * E 
Solo J az. jas $ (=+ 2y)dx. 218. je \ Мы 
СОЕ Ta d 
erminar os limites A iu 
кетме 2. Det etre an» do uersa nm je | а 
^ я ә y : 


as equações das linhas que limitam оз campos a que 
estendem as integrais reiteradas abaixo indicadas е 


4 э me 

2121. je үл y) dx 2122. VE үл y) dy. 
Á og ^ 
"n > x 

123, (ау (ES 2124. faire y) dy. 
$0» z 


se о campo de integração S (fig. 87) está limitado pela hipérbole у# — s? = 1 e pelas un Sw 
теша т = 2 e = = 2 (considera-se o саро que compreende a origen: Cas 2125. fas { NN dy. 2126. Vas y m ne 
aid Ы 
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Colocar os límites de integração, em uma ou outra ordem, na 
integral dupla 


Vus ») dx dy 
а 


para os campos S seguintes: 


m 5 € um retângulo com vértices 0(0; 0), 4(2; 0), B(2; 1), 
CO: 1). 


2128. S € um triángulo com vértices O(0; 0), A(1; 0), B(1; 1) 
с?!) 5 é um trapézio com vértices O(0; 0), 4(2; O); Bü: 1) 
(03 1). 


р зү S tum paralelogramo com vértices 4(1 ; 2), B(2; 4), С0; 7), 
1:5) 


2131, S é um setor circular 04B com centro no ponto 0(0; 0), 
cujo arco tem seus extremos em 4(1; 1) e BI 1) (fig. 88). 


lo segmento de reta BA, que une entre si os 
Pontos B(—1; 2) е A(1 2) (fig. 89). * 


8612) 


Bz) As) 


2133. $ é um anel circular limitado pelas circunferências, 

raios são r= 1 e R 

000; 0). 
2134, 5 está limitado pela hipérbole у? — у — 1 е pela circunfe- 

rência xi + уй = 9 (consilera ne a campo que compreende a origem 

das coordenadas). 


2135. Colocar os limites de integração na integral dupla 
oe. Máx dy, 
1 


cujos 
= 2 e cujo centro comum situa-se no ponto 
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se O campo 5 está determinado pelas seguintes desigualdades: 
) 220; у>0; x+y<l; d) y>x; x»—1; y«1; 

» жа price е) у<х<у + 2а; 0<y<a. 
e) s'en 


Inverter a ordem de integração das seguintes integrais reiteradas: 
Р 2136. бале dy. 2137. ad Дх, y)dy. 
TNT = & 


3) dy. 2141. jo 7 Да, y) dx. 
ya 
Ava Ё үка 
ma. Û ape mero $ dx È Sandy 
ў > o “п П 


ac (as (л уау. 
B t 
“Calcular as seguintes integrais duplas: 
2145. Vu aras, onde S é um triángulo cujos vértices são0(0; 0), 


2146. Vr axay, Onde o campo de integração S é limitado pela 
passa pelos : ; 2) e pelo arco de circun- 
t ntos 4(2: 0), B(0; 2) e pelo arco. 
pen pA seu centro no ponto C(0; 1) (fig. 90). 


de dy part Агсшо de raio а com 
de 5 é a parte do ci 
2147. $ вау 
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= yî dx dy, onde S é um triângulo com os vértice- 
ә 
mos pontos 0(0; 0), 4(1; —1) e B(1; 1). 


2149. (Í yzy =J dæ dy, onde 5 € um triángulo com os vértices 
5 
nos pontos 0(0; 0), А(10; 1) e B(1; 1). 


2150. (( É ахду, onde S é um triângulo mistilineo OAB, li 
tado pela parábola уг 

aus f Eu) ende! S. dl ыраны parabólico, limitado 
Peu É e pela reta y — x. 


x e pelas retas х=0, y=1 (fig. 91) 


ЕД afr 


Ag X т 
FIG. 90 


FIG. 91 
2152. Calcular as 


a seguintes integrais e desenhar os campos a que 
3 (a V y*sen zdy; T smr 
$ é 9 jay ( atsentyar, 
у ба f y dy, 


Antes de resolver os problemas 2153—2157 recomenda-se fazer 
оз desenhos correspondentes. 
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2153. Calcular a integral dupla 


(f ya a dy, 
iS 


se S ё um campo limitado pela parábola y? 
2154*. Calcular a integral dupla 


q ay dx dy, 
5 
je se estende pelo campo S, limitado pelo eixo OX e pela semicir- 
Ainferência superior (52) + 8 = T. 
2155. Calcular a integral dupla 


paz, 


а 
ende S é um círculo de raio a, tangente aos cixos das coordenadas 
© que se encontra no primeiro quadrante, 

2156*. Calcular a integral dupla 


So. 
s 


onde o campo S está limitado pelo eixo das abscissas e o arco da 
ciclóide 
{ ж = R(t — sen t), 


= 2px c pela reta x — p. 


y=RÍL—cos 1) (0«t«2z). 
2157. Calcular a integral dupla 
$ xy de dy, 


El 


onde o campo de integração S está limitado pelos eixos das coorde- 
nadas e pelo arco do astráide 


x= Ros t, 


R sent (<< zl 
(02058. Achar o valor médio da função /(s 5) = ху? 


no campo 
0<2<1; 0<y<1). 


ao Дел». Dice o nome de valor médio de uma função fle, y) no campo S 
1 
а 
a 
2159. Achar o valor médio do quadrado da distância do ponto 
M(x, y) do círculo (x — a)? + у* & R? desde a origem das coordenadas. 
17—35 
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$2. Troca de variáveis em integral dupla 
1º. Integral dupla em coordenadas polares, Quando na integral dupla se passa 
das coordenadas retangulares s, y para as coordenadas polares» $. “relacionadas 
om ae primeiras pelo capes 
pus 
verifica-se à fórmula 


feno remm rm nnnm 
а i 


A Ве ud 
E te fiel ere) Eae r a 


v [cs 
em 
(re. ara (а нога, 
8 SA 
ыйл ete шо RA A 


constante a grandeza р. 
Se о campo de não pertence à forma examinada, deve-se dividilo 
em partes, de modo que cada uma delas represente um campo da forma dada. 
7^ Integral dupla em coordenadas curvilineas. No caso mais geral, se (x, 3) 
4 continua e na integral dupla. 
fene 


de quer passar das variáveis z, y As variáveis м, v, relacionadas com aquelas através 
"as prendas continuas e dilerenciáveis 


els) у= фм), 


ded 

wd 

de dy 

а > 

cv vinda ت ا سے‎ Е rl VE Меша 
pen ana = tete. q 001] du de. 
& & 


limites desta nova integral são determinados conforme as regras gerais, na 
forma que tenha o campo S. 


' Din» 


o 
base da 
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Exemplo 1. Calcular a integral, passando As coordenadas polares 


===> axay. 
E 
o campo 5 é um círculo de raio R = 1, com centro na origem das coordenadas 


FIG. 92 


Fazendo x= r соз, y = r sen p, obtemos: 
ҮТЕ = A VT = (reos qi (зеп gj =} 


во campo 5 a coordenada y varía de O а 1, qualquer que seja o valor de q, en- 
que varia de O a x, temos 


= 
remedios Valerie -i- 
é car 


às coordenadas. 7 e y е colocar os limites de inte= 
para novas variáveis nas seguintes integrais (/ é uma função 


Vet Дх, у) dy. 2161. jaj INEF Fay. 
- Лх. 2) dx dy, 
© 


S é um triângulo limitado pelas retas y = x, y = — x, y = 1. 
2163. I /() dy. 
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2164. D (x, y) dx dy, onde o campo S está limitado pela lem- 


niscata 
(e + yr at — y) 
2165. Passando às coordenadas polares, calcular a integral dupla 


баа, 
9 
onde 5 é um semicírculo de diámetro а com centro по ponto 
e(z o) (fig. 93). 
Y 


FIG, 93 


2166, Passando ás coordenadas polares, calcular a seguinte in- 
tegral dupla 


je + y’) da dy, 


que se estende ao campo limitado pela circunferência 22 + y? — 2 ax. 
2167. Passando às coordenadas polares, calcular a seguinte integral 


dupla 
lys убх dy, 
é 
onde o campo de integração S é um semicírculo de ralo a com cen- 
tro na origem das coordenadas, situado sobre o eixo 0X. 
2168. Calcular a integral dupla da função f(r, q) = r sobre o 
o limitado pela cardióide у = а(1 + cose) e pela circunfe- 
rência z = а. (Considera-se о campo que não contém о polo). 
2169. Passando às coordenadas polares, calcular 


fa | VFF av 


¥ 


A 
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2170. Passando a coordenadas polares, calcular 
(ee yax ay, 
19 


onde o campo S está limitado por uma folha da lemniscata 
Qi yy = atat (x20). 
2171*. Calcular a integral dupla 


que se estende ao campo 5 limitado pela elipse 57 + z =1, passando 


a coordenadas polares generalizadas y e q segundo as fórmulas 


2= тозу, Ž=rsng 
2172**. Transformar а 
far nay 
((<a<pec>0), introduzindo as novas variáveis «= x + y, 


E 
2173*. Fazer a troca de variáveis w= x+y, v=% — упа 
integral 


Дх, y) dy. 


2174**. Calcular a integral dupla 


(anam 
o 
onde S é um campo limitado pela curva 
N 
lg 2 
Indicação, Faser à troca de variáveis 
ia 


$3. Cálculo das áreas das figuras 
1°. А área em coordenadas retangulares, 4 drea de wm compo plano S é igual a 


ár seen 3 


ШШ 
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2". A área em coordenadas polares. Se o campo 5 é determinado em coorde 
paths polares у e y pelas desigualdades a<p <P, 0<Ду)< <F), ondo F e / 
s 


fel 
A Vx 
D i i 
2175. Construir os campos, cujas áreas são expressas pelas seguin- 
tes integrais 


a) fas f ay: ofa A ae 


Calcular estas áreas e trocar a ordem de integração. 
2176. Construir os campos, cujas áreas são expressas pelas inte- 


2177. Calcular a área limitada pelas retas x = y, x = 2y, x + 
+y=a, х+3у=а (2-0). 

2178. Calcular a área da figura situada sobre o eixo OX e limitada 
por este eixo, pela parábola уз = 4ax e pela reta x 4 у= Ja. 

2179*. Calcular a área limitada pela elipse 

(у= + а= 1. 
2180. Achar a área limitada pelas parábolas 
س و‎ 10r 425 e y! o — 6x 4 9. 

2181. Achar a área limitada pelas seguintes linhas, passando às 

coordenadas polares 
atty کر پ2 س‎ tme yx y — 0. 


2182. Achar a área limitada pela reta y cos e = 1 € pela circum- 
Teréncia r= 2. (Considera-se a superfície que não contém o polo) 
2183. Achar a área limitada pelas curvas 


r= a(1 + cose) e = acoso (a7 0). 
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2184. Achar a área limitada pela linha 
ЖЫР" 

| Е E os 
. 2185*. Achar a área limitada pela elipse 

(x — 2y + 3)? + (3x + 4y — 1)2= 100. 

186. Achar a área do quadrilátero curvilíneo limitado pelos 
“arcos das ISSUE кї == by, y? = ах, y! = Bx(O <a < b, 

<a<p). 


УО 
n 

2187. Achar a área do quadrilátero curvilineo limitado pelos 
Г das curvas у? = ax, 9! = bx, xy = а, xy = В (0<a<), 
0<a< B. 


“Indicação. Introduzir novas variáveis ж e v, supondo xy = y 3º = vx. 


4. Cálculo dos volumes dos corpos 
O volume V de um cilindróidr, limitado por cima pea su 


, por baixo pelo plano £ = 0 е lateralmente pela superi 
ШЫ XOU o Campo $ limitado, fechado d quedado 


у= Ve dn dy. 
® 


(cie continua + = 
ie cilindrica reta que 
94), é igual a 


FIG. 94 


FIG. 95 


2188. Expressar por meio de uma integral dupla o volume de 
lide cujos vértices são 0(0; 0; 0), 4(1; 1; 0), B(1; 1; 0) 
(0; 0; 1) (fig. 95). Colocar os limites de integração. 
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Nos problemas 2189—2192 é preciso desenhar os corpos, cujos 
volumes se expressam pelas integrais reiteradas: 
$i 3 d 
fax ( (1—x—py)dy. 2190. (dx ( (4— ×= y)dy- 


1o 
2191. fa { (1 — x) dy. 2192. 


fax $ (4 —x— y)dy. 
TS ES 
2193. Desenhar o corpo cujo volume é expresso pela integral 


ү” $ Va — 33 — узду, e a partir de razões geométricas, achar 
о valor desta integral. 

2194. Achar o volume do corpo limitado pelo parabolóide elíptica 
= 23% + y* + 1, pelo plano + + y = 1 e pelos planos coordenados. 
2195. Um est ado pelo parabolóide hiperbólico = — 
= — y eos planos у = 0, а = 0, x = 1. Calcular 

2196: Um corpo está limitado pelo cilindro 12 + 2 
planos y = 0, z = 0, y = x, Calcular seu volume. 

Achar os volumes dos corpos limitados pelas seguintes superficies 
(os parámetros são positivos) 

2197. а: = y, yn ha 

2198. y = Vx, у= 2yx, x+ 

2199. 3— 33 ye, ушу, y cs 1,30 

200. уза, За фута за фута y =0, 

2201. Es E y=? 0, z 

2202. 53 + уз — 2ax, а= ax, z= Bx (a> B) 

Empregar ños problemas 2203—2211 as coordenadas polares e 
generalizadas, 

2203. Achar o volume total do espaço compreendido entre o cilin- 
dro 12 + y? = a? е o hiperbolóide a° -+ y? — 3? = — ат. 

2204. Achar o volume total do espaço compreendido entre o cone 
M$ + y) — 5 — 0, е o hiperbolóide x? + y? — 2º = — at. 

2205. Achar о volume limitado pelas superfícies 2а: = x" + у, 
af yt = ahi D. 

2206. Determinar о volume do elipsóide 


6, 2 


2207. Achar o volume do sólido limitado pelo parabolóide 2а: = 
= x*+ у e pela esfera л? 4- yè- st 3? (Subentende-se o vo- 
lume contido dentro do parabolóide). 
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2208. Calcular o volume do sólido limitado pelo plano XOY, 
elo cilindro х? + y! = 2ах e pelo cone «º + y? = 2º, 
P 2209, Calcular o volume do sólido limitado pelo plano XOY, pela 
superfície z= ae-[4+ e pelo cilindro a+ уї = Ri. 
2210. Calcular o volume do sólido limitado pelo plano XOY, 


pelo parabolóide Lm e pelo cilindro + =2 
2211. Em que razão o hiperbolóide а? + y? — 22 = a? divide o 

volume da esfera x? + y! + 22< 34? М Ê 
2212*. Achar o volume do limitado pelas superficies 

1=x +1 xycd ху= 2, у= х, y=2x%,2:=0(2>0, y>0). 


85. Cálculo das áreas das superfícies 


А área q de uma superficie regular o uniforme z= / (x, 3), que tenha como 
projeção ко piano ХОУ wm campo 3, € igual a 


ay ay 
«(7087 
а 

2213. Achara área da parte do plano +1 +2= 1, сотргееп- 
dida entre os planos de coordenadas. ` 

2214. Achar a área da parte da Superfície do cilindro x* + y 
= R&(2>0), compreendida entre os planos з= тх e z= nx 
(m> n5 0j. 

2215+, Calcular a área da parte da superficie do cone x? — y? = +, 
situada no primeiro octante e limitada pelo plano y + z = a. 

2216. Calcular a área da parte da superficie do cilindro a? + y? = 
= ax, cortada do mesmo pela esfera x" + y? -+ s = aX 

2217. Calcular a área da parte da superfície da esfera 2° + y? + 
+ # = al, cortada pela superficie E + = 1 (0 < ba). 


2218. Calcular a área da parte da superfície do parabolóide 
9? + 22 = 24x, compreendida entre o cilindro 5*— ax e o plano 
2=a. 

2219. Calcular a área da parte da superfície do cilindro л? + 
+ 3º = 2ax, compreendida entre o plano ХОУ ео cone x° + y* 

2220*. Calcular a área da parte da superfície do cone a? — 
= # situada dentro do cilindro x? + у? = 2ax. 

2220.1 . Achar a área da parte do cilindro y? = 4x, cortada pela 
esfera at 4 yr tee 5x 

-2220.2. Achar a área da parte do cone z = J/3* yî, cortada pelo 
Silindro (аз + y)? = аха — уз). 


e 
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2221*. Demonstrar que as áreas das partes das superfícies dos 
parabolóides 4% + y = Jas e x^ — yt = 2az, cortadas pelo cilindro 
зя + y!— Rê, são iguais. 
2222". Uma esfera de raio a está cortada por dois cilindros circu- 
lares, cujas bases têm os diâmetros iguais ao raio da esfera ¢ q 
são tangentes entre si ao longo de um dos diâmetros da mesma. Achar 
© volume e a área da parte da Superfície da esfera que sobra. 
2223*. Em uma esfera de raio а cortaram um orifício de bas: 
quadrada. cujo lado é também igual a а. O eixo deste orificio coincid: 
co ¡metro da es la superfíci 
сот o diámetro da esfera. Achar a área da superfície da esfera cor- 
2224*. Calcular а área da parte da superfície helicoidal 
o arctg”, situada no primeiro octánte e que está compreendida 


entre os cilindros at + y!— a? e за yi — òt (0 са < b) 


$6. Aplicações da integral dupla à mecánica 


1, Massa e momentos estáticos das Mminas. Se S é um campo do plano XOY 
ocupado por uma lâmina, e p(s, y) é à densidade superficial desta lim то рол! 
(922), então, а massa M da lâmina e seus momentos estáticos Mg € My сш кйш 

aos eixos ОХ е,ОҮ são expressos pelas integrais duplas i 


Ma q р(х.) dr dy, My Sí solo; 9) de dy, 
8 ә 
FUR үа " 
ES 


J 
a, então р(х, y) = const, 
idade da lamina. Se C (8,9) é o centro de 


Se a lámina é homogé 


F. Coordenadas do centro de gra 
gravid: 


le de uma lamina, temos” 


seus momentos estáticos em relação aos eixo: 
Eomogênca, então nas екы (1) posos 


Inércia da lâmina. Os momentos de inércia de uma lamina 
OX e OY são iguais, respectivamente a O de uma da 


te Artnr ana e = ff ote. nan. o 
8 9 
O momento de inércia da mina em relação À origem das coordenadas é 


dem fura ant re t, o 
à 


Fazendo p(s, y) = 1, nas fórmulas (2) e (3), 


m zs ae obtemos os momentos geométricos dc 


= 
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2225. Achar a massa de uma lâmina circular de raio R se sua 
densidade é proporcional à distância do ponto desde o centro e igual 
a 3 na borda da lâmina. 

2226. Uma lámina tem a forma de triângulo retângulo com cate- 
tos OB — а e ОА — b; sua densidade em qualquer ponto é igual 
à distância do ponto desde o cateto OA. Achar os momentos estáticos 
da lâmina em relação aos catetos ОА e OB. 

2227. Calcular as coordenadas do centro de gravidade da figura 
OmAnO (fig. 96), limitada pela curva y = sen x e pela reta OA, que 


passa pela origem das coordenadas e pelo vértice a(s 5 1) da sinu- 


2228. Achar as coordenadas do centro de gravidade da figura 
limitada pela cardióide у = a (1 + cos 9). 

2229. Achar as coordenadas do centro de gravidade de um setor 
circular de raio a, cujo ângulo central é igual а 2x (fig. 97) 


AG?) 


FIG. 96 


2230. Calcular as coordenadas do centro de gravidade da figura 
limitada pelas parábolas y? = 4x + 4 е у — — 2y +4. 

2231. Calcular o momento de inércia do triângulo limitado pelas 
retas x + y = 2, x = 2, y = 2, em relação ao eixo OX. 

2232. Achar o momento de inércia de um anel circular de diâme- 
tro d e D(d=< D): a) em relação а seu próprio centro e b) em relação 
а seu diámetro. 

2233. Calcular o momento de inércia de um quadrado de lado a, 
em relação ao eixo que, passando por um dos vértices, é perpendicular 
ао plano do quadrado. 

2234*. Calcular o momento de inércia do segmento interceptado 
da parábola y" = ax pela reta x = a, em relação à reta y = — a. 

- 2235*. Calcular o momento de inércia da superfície limitada pela 
hipérbole ху = 4 e pela reta х + y — 5, em relação à reta х =. 

2236*. Em uma lâmina quadrada de lado a, a densidade é pro- 
porcional à distancia até um de seus vértices, Calcular o momento 
de inércia desta lámina em relação ao lado que passa por este vértice. 
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2237. Achar o momento de inércia da cardióide y = a(1 + cos p) 
em relação ao polo. 

2238. Calcular o momento de inércia da superfície da lemníscata 
Duc 2а? соз 2p em relação ao eixo, perpendicular ao plano da mesmo. 
que passa pelo polo. 

2239". Calcular o momento de inércia de uma lámina homogênea 
limitada por um arco da ciclóide x = aff — sen 1), y = а(1 — cosi) 
© о eixo ОХ, em relação ao eixo 0X. 


$7. Integrais triplas 
5. Integral tripla em coordenadas re 8. Chamase integral tripla de 
sina, foncto s 909, юы um Cato Y Teo, o integral ры ar 
tripla correspondente: 
pee зе apar tim DDD tim эу. а) anavan 
di БҮ 
O chicelo da integral tripla se reduz a calcular sucessivamente trés integrais ordini. 
Tias (simples) ou calcular uma dupla e uma dls 
Exemplo 1. Calcular 


ронена 


onde о campo ¥ é determinado pelas desigualdades 
0<+<1, O«y«s OÜcresy, 
Solução. Teremos 


Ses enel 


E 
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Troca de variáveis ma integral tripla. Se na integral tripla 


T» 
1 


iive э. z з varita u v, w, relacionadas com as pri- 
RAS indo Tt qr eh s атаа 
[Do cnn Justo con ни» derivadas paid de 1" ordem 


de 
E 
PTA EEE 
Diu, v, w) E 
ш de é 
Cu 20 ow 
invariável seu sinal no campo WED, quando é válida a fórmula 


Spe 2.0 ау de = лем. 0. n эй. ө, wl |] dudo do, 
Em particular, 


[zd 
L1) pers as coordenadas cilindricas r, ө, 4 (fig. 98), onde 
feros e, y rompo z= h 


К К aa costimados CT 
Vetor (fig. 99)), onde 
кла 
JA 
DSO cai aro В rodas ir 


NR ara n. 
dio eder de cn R 


y тон фев, z= rsen Y, 
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мур) 


FIG. 98 FIG. 99 


y, Para a esfera os limites de variação das coordenadas esféricas q (longi: 
ide) e r (raio vetor), serão: окы: no 


ose. —& E, 0<rer, 
J i508. oror 


Por isso, teremos: 


О Hamira 


wi 3 


tríplas. O volume de um campo do espaço tridi- 


v= (ff a ay ar 


wi 
A massa do corpo que ocupa o campo V, 


sperme 


onde үз, у, 1) é а densidade do corpo no ponto (r; y: 4. 
O momentos estáticos do corpo, em relação aos planos coordenados, ato: 


3". Api 


das int 
mensional OXYZ é igual à 


Mar ee DUC 
му = tnn de ay de; 
d 


мы Se 70 dx dy de. 
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ordenadas do centro de gravidade 
Myz 
z= 


Mar 


Mar 
м 


| Se o corpo é homogéneo, nas fórmulas para determina: as coordenadas do 
de gravidade pode-se supor y(x, 9,1) = 1 
"Qe momentos de imércia em relação ao» eixos coordenados sio: 


te for + зт». nans 
w 


= iai a 


„Кротава. 
é 
омдо nestas fórmulas yir, 7.2) = 1. obtemos os momentos geométricos 
inércia do corpo. ТҮ ERIS 
A. Cálculo de integrais triplas 
Calcular os limites de integração na integral tripla 
л. y, z) dx dy de 


07 
ов campos V que se indicam a seguir: 


| 2240. V é um tetraedro limitado pelos planos 
х+у+т=1, x—0, y=0, 
2241. V é um cilindro limitado pelas superíícies 
S pyC— Roi—0, :— Н, 
2242. У é um cone limitado pelas superficies 
=, = 
2243. V é um volume limitado pelas superfícies 
1=1-4-y, 2=0 

Calcular as seguintes integrais: 


Esos Y 
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+ ym Y 
међа $ ру | 
Же к 


2247. def dy ( xyz da. 


2248, Calcular ° 
Dy diriyi ' 
erm 

onde V é o campo de integração limitado pelos planos de coordenadas 
e pelo plano x + y+ z= 


2249. Calcular 
8 (к +y + a)" dx dy de, 
Wi 
onde Véa te comum do parabolóide 2а2> х? + y? e da esfera 
spy! dat. 
2250. Calcular 


8 2* dx dy de, 


wi 
onde V é a parte comum das esferas ha he Rt e «t + 


+12, 
аа, 
С 


2251. Calcular 
onde V é o volume limitado pelo plano == O é pela metade superior 
Кем аср 
do elipsóide Pot а 
2252. Calcular 
dê 
| OEE Ea ae 


onde Y é a parte interna do elipsóide + z T 
2253. Calcular. 


a 


IN 2 dx dy dz, 


onde V é o campo limitado pelo cone #* 
plano z= A. 


(at e pelo 
EG) ер 
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.. 2254. Calcular a seguinte integral, passando às coordenadas ci- 
lindricas 


à i dx dy dz, 


le V é o campo limitado pelas superficies 3*-- y? -+ = 
+ у* = 2º е que contém o ponto (0; 0; R). 
2255. Calcular 


fa "ы iy xt y" ds, 


ormando-a previamente em coordenadas cilíndricas, 
2256. Calcular 


formando-a previamente em coordenadas cilindricas. 
|. Calcular 
к VER VE 
ju V dy ( (® + y?) ds, 
EU . ә 
ando-a previamente em coordenadas esféricas. 
Passando ás coordenadas esféricas, calcular a integral 


que Fy F E ds dy ds, 
LU 
V é a parte interna da esfera x? + y + 4*4 x. 


B. Cálculo de volumes através de integrais triplas 


2259. Calcular através de uma integral tripla o volume do corpo 
litado pelas superficies 

t yt= 4а — Зак, узах, а= +. 

2260**. Calcular o volume da parte do cilindro х? + у? = 2ax, 
npreendido entre o parabolóide х2 + y? = 2а: e o plano XOY. 
 2261*. Calcular o volume do corpo limitado pela esfera x* + y? + 
3 — дї e pelo cone =* = x? + (externo em relação ао cont). 

| 2262*. Calcular o volume do ce limitado pela esfera л? + 
Y + 23 — 4 e pelo parabolóide x? + y! = 32 (interno em relação 
io parabolóide). 
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2263. Calcular o volume do corpo limitado pelo plano XOY, 2272**. Demonstrar que a atração que exerce uma esfera homo- 
pelo cilindro x? x e pela esfera a? + у? + 2º = a? (interno О cobre um ponto material externo não varia, se toda а massa 
em relação ao cilindro). .— da esfera se concentra em seu centro. 

, 2264. Calcular o volume do corpo limitado pelo parabolóide ? 


+5 22 e pelo plano x 


„Тә 


$8. Integrais impróprias dependentes do parámetro. 


2264.1. Achar o volume do corpo limitado pela superficie . jnteprais impróprias múltiplas 
A 
PEN DS MP 
IER е A el 


E 
rega de Leibniz 


$ fia dx = | ato a as 


0 (20) ч 


ЕЕЕ) 
ә А * 


I Exemplo 1. Através da derivação pelo parâmetro, calcular 


C. Aplicações das integrais triplas à mecânica e à física т 
2265. Achar a massa M do paralelepipedo retangular 0< «<a, | VE 
0<y<b, 0«z«c, se a densidade no ponto (х, у, з) é p(x, 3,2) = : 
++ Solução. Seja 
2266. Do octante da esfera a? + t+ 21669, х0, y>0,2>0, й 
cortaram о corpo OABC, limitado pelos planos de coordenadas 
e pelo plano 2+2=1 (e<c, b«c) 1 
(fig. 100). Achar a massa deste corpo к od 
зе sua densidade em cada ponto (x, y. 2) 
é igual a cota do mesmo. ] 
2267*. No corpo de forma semi-es- | 
férica х? + y* + 21442, 220, a densi- Donde Fla, В) = — jn & + CiB). Para achar C() fazemos а = B na última igual- 


dade varia proporcionalmente à distân- 
cia do ponto ao centro. Achar o centro 
de gravidade deste corpo. 

2268. Achar o centro de gravidade 
do corpo limitado pelo parabolóide 
ye + 222 — 44 e pelo plano x = 2. 

2269*. Achar o momento de inércia 


) jade. Temos 0 — Tn B + (8) 


mas CIB) Ling Portanto 


тере ваъ mpm mb. 


do cilindro circular que tem por altura 4 A 2°. Integrais duplas impróprias. a) Caso em que o campo de integ lo é infinit 
© por raio da base a, em relação ao eixo que serve de diâmetro da течет ае тота re 2 te. 
base do próprio cilindro. L| s 
2270*. Achar o momento de inércia do cone circular que tem por fjr ana = һа pre do, a 
altura À, por raio da base a e densidade p, em relação ao diâmetro de 9. © 
ERR ola é um campo Mitad e fechado, sado totalmente em sendo que o => S 
K a EES OE И Eine qr pianos? camps fair me ыал. de a де ete 
Neuen Н E ушеш ponía material qu ere SR! 
tenha uma unidade de massa e que situe-se em seu vértice. Шз y nome de contengrnte, em caso contrário chama-se divegento” A 


due 


2% ~ 


CAPÍTULO уп, INTEGRAIS MULTIPLAS E CURVILINEAS 


Se a função subiategral ft, у) não é negativa (fs, 9) 30), para que a Integra! 
imprópria sce convergente d irrito © saliente qui erata & e no Sbado 
mito “a ешмде (1, ainda que ja para um sita de campos que Combi 
Cem campo S 

M) Сш deme função descontinua; Se a função ft; э) é continua em todo um 
campo echado é Esto S, com excerto do ponia Blas ÛJ supor 


(\л» э ax ay = е pan e 
LJ “a 


onte S, é o campo obtido com a exclusão de 5 de um campo interno pequeno de 
diámetro « que contém o ponto P. No caso do existência do limite (2) que não depende 
da forma dos campos internos pequenos excluidos do campo S, à integral considerada. 
se chama convergente, enquanto que em caso contrário, € divergente 


Se f(x, y)30, o limite do segundo membro da igualdade (2) não depende da 
tompa dos campos internos excluidos de 5; em particular, na qualidade” Че tais 


campos poder tomarse cirenlos de raio É com centro no ponto P. 


2 
O conceito de integrais impróprias duplas pode ser facilmente transferido ao 
caso de integrais triplas. 


Exemplo 2, Investigar à convergência da integral 


de 
8 rens o 
Buss 

оме S é todo o plano XOY. 


Solução. Seja c um circulo de raio р com centro na origem das coordenadas 
Tasando-se às coordenadas polares, se р у 1 temos: 1а 0 


o ee‏ ا 


DI 


Sep < 1o lim Ho) = lim 1(0) = 00 е a integral diverge, So, ao contrário, p > 1, o 


fim to) a © а integral converge. Quando р = 1, temos 


УЗ 
1o = е mena + oh; 
lim Да) = o, isto €: a integral diverge- 

“portanto, а integral (3) é convergente para $ > 1. 


2273. Achar f'(x), se 


fo) 


erdy (r0). 
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2274. Seja a função f(a) contínua quando ¿E(—0, +09) e 
integral j | fia) | (1 + 2271 dz converge demonstrar que a função 
i m 


2275. d transformação de Laplace F() para a função /() é deter- 


Fig) -( € f(t) dt. 


ses a) fü— 1; ЫЛ); 0) Л) = sen Bt: 

= cos pt. 

Aplicando a fórmula. 
pma 


i o9, 
a integral K 
$ Pla x dx. 


2277*. Aplicando a fórmula 
[a 1 
"d 0) 
f " (p> 0), 


a integral 
$ Bed. 
è 


__ Utilizando a derivação pelo parámetro, calcular as seguintes inte- 
dx (2>0, В>0). 


sen mx dx (2>0, p>0). 
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[e $ huan 
EA 1, ( lee qe (а). 
2220, free dx 24 f TTR (sls. 


2282, | em SEBS dy (aoo). 


Calcular as seguintes integrais imprópri 


2283. БЕ 2284. ој 


2285. q Ee se , Onde S é um campo que se determina pelas des- 


Г] 
igualdades x> 1, y> x", 


2286*. Vel erts (а> 0). 


2287. A integral de Euler — Poisson, determinada pela fórmula 


( e=" dx, pode ser também escrita na forma Г = e? dy. 


Multiplicando entre sí estas fórmulas e passando depois às coordenadas 
polares, calcular I. 


2288. Calcular je 4| 


Verificar se convergem as seguintes integrais duplas impróprias: 


228990, (fay Faz dy, onte S é o círculo x? + y*« 1 
& 
. de dy 
2290. $ mix 
desigualdade a*-- 5*» 1 (“parte externa" do círculo). 


2291*. q ddr | onde S é о quadrado |x|<1, 1211. 
Y 


a 
туната 


onde 5 é um campo que se determina pela 


2m. etra onde Y o campo que se determina 


pela desigualdade x? + 3º 4 2%>1 ("parte externa” da estera). 
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$9. Integrais curvilíneas 
E Interais curvlieas de primeira espécie, Soja Дә, y) uma тудо contia. 

A ЫНЧЫ ы-ы 
ОЕ волана quo diridan 

Из: Clem ич» elementares йй m Ax o formamos а soma integral 


Sx = Efe 90 An O limite desta soma, quando — o e máx Аң 0 recebe o 
nome de integral. curvilinea de primeira espécie 


tim, Pte y0 An = | de 


(ds é a diferencial do arco) е se calcula pela (бетш 
n 
* fro nde = ye. GV d». 


Quando а curva C é dada еш forma paramétrica: x = 9), у = 0 [г< 8]. 
temos: 


fresia = fren 


São consideradas também integrais curvilíneas de primeira sspécie de função 
de três variáveis f(x, y. 3). tomadas sobre uma curva no espaço, que se calculam 
Analogamente. A integral curvilínea de primeira espécie ndo depende do sentido do 
caminho de integração. Se a função subintagral f é interpretada como a densidade 
linear da curva de integração С. esta integral representará а massa da гита C 


r 
В 
0 A x 
me 
Ea ta à in cts y 
fene 


Onde é o contomo do tridagulo АВО, cujos vértices são (1:0), B(0; 1) e 
99:0) (fi. 101). 
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Solução. A equação de 4B é: ym 1— s, a de OB: # 0 еа de O4ty = 0 
Portanto, romos р, T 
fed = (eau t le + nacre 
г 2 E cá 


анов ert i 
D qM. 


pe Y ax + QU dy = tes o) + v0) QU plo) de. 


No caso mais geral, quando a curva C 6 dada em forma paramétrica: # = p(), 
э= фу eade pata de a po tomos: E" 


n 
(r. ax + 90.927 = PRO. ¥) e + Ot 6) rn at. 
D a 
Fórmulas análogas são válidas para а integral curvilfen do segunda espécie tomada 
“A integral corvilinca de segunda espécie troca'seu ainal pelo sinal contrário 
mudar o sentido da forma de integração. Mecanicamento esta integral pode ser int 
pretada como o trabalho da força variável (P(e, у), Q(x. 9)) correspondente, ao 
longo da curva de integração C. 
Exemplo 2. Calcular a integral curvilínea 


(ras + say, 
2 


onde C é а metade superior da elipse ж = а cos £, у = b sen £, (a > 0,8 > 0), que se 
percorre no sentido dos ponteiros do relógio. 
Solução. Temos: 


, 
(X = 
i E 


= campana Aa 


3", Caso de diferencial exata. Se a expressão eubintegral da integral curvilinea 
[де segunda espécie 4 a diferencial exata de uma uniforme determinada 
U — UC, y), isto 6, Pis, y) de + QU, y) dy = dU(s, y), esta integral curvilinca 
[ndo depende do caminho de integração e é válida a fórmula de Newton — Leibniz 


enn 
| rear +в. эу = Ut 39 — Uta эў. o 
i 
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131) é o ponto inicial e (жу: ya), o ponto final do caminho. Em particular, 
de (ху; y) é o pon c» lm 


{мез + te n dy = 0. e 
г 
` Бе 1) o contorno de integração C está compreendido totalmente em um deter- 
ысы бошо S ad) am бинде F(n € ON, Junto со 
ЗАНОСА mo Cargo S, А соо ere. 
dede erae а ncia de função U é que se venlique Menticamente 
асе campo” S a igualando 
so or a 


do diferenciais exatas). Se аз condições 1) ¢ 2) no são satisfeitas, 


FIG. 102 
de Бур tomos que y = o бу = O, enquanto que ao longo de РМ temos 


tia 
СТЕ 
дна 


Ula, 9) — Ш) = 


a А 
nee fno 

ente, integrando sobre a linha quebrada P,P,M, tomos: 
Ute э — Une sd = Mte ay rne 
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Exemplo 3. (4x + 2y) ds + (2x — бу) dy — dU. Achar U. 
Solução. Temos P(r, y) = 4¥ +2y е Ql, y) = 2e Gy; ao mesmo tom, 
que, evidentemente, compre-se a condição (3), Seja sp 0 e 5р = O. Então, "Р 
» x 
ves) = fax dr фак ody t co amen aec 


tn =\- yay + (ar +a as + c= ye 264 day 4 C, 
; D 
onde C = Шо: 0) é uma constante arbitrária 
4* Fórmula de Green para ө plano, 1) Se C 60 limito parcialmente regular do 
campo S е as funções Ple, 3) ө ш, у) são continuas, junto com suas derivadas jor 
©з de 1 ordem no trajeto fechado S + C é válida «fórmula de Green 
grato (2 E dx dy, 
ww 
i 5 
onde o sentido do реген do contorno C é escolhido de forma que o campo S 
breves 
5°. Aplicações das integrais curviliacas. 1) 4 drea limitada por um contorno 


IET. 
ais 


(о sentido do percurso do contorno deve ser contrário ao movimento dos ponteir 
err t to dos ponteiros 
Mais cómoda para as aplicações é a seguinte fórmula: 


sie rmm dene (2)- 


2) O trabalho de uma força, cujas projeções o X o Xi 9.0, Y = Vies 
Z= Диа (ou respectivamente, y erabalho de um campo de lone. ao БАШ 
do trajeto C, é expreso pela integral 


s 


ac xar ¥ dy 4 2 de 
to 6, se existe uma função U = U(x, у. 9 (função 


Se a foda tom potential 
اما‎ on de foni) at que 


mo 
Н ng" Т 
o tratalo,dndependectement da forma do trajto C, é igual 4 
trad inpet 
42 {локон | dU Veste id Ше» 
mM tna 
өе (36) $ ponto inicial e (ч э„ 29 4o ponto final do trajeto, 
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A. Integrais curvilincas da primeira espécie 
as seguintes integrais curvilíneas (os parâmetros são 


de 
, onde С é o segmento de reta que une entre 

94. jarra 

os pontos O (0; 0) e A(1; 2). 

Е ds, onde C é um quarto 


е 
о по 


da elipse کے‎ + 


[ 


imeiro quadrante. 
зав, onde C é o primeiro arco da ciclóide x = a(t — 


à у= a(1 — cost). 
2297. Mee ds, onde C ё o arco da evolvente da circunfe- 


x ® a(cost + tsen t), y = alsen t —£cost) [062629]. 
fere ds onde C é o arco da espiral logarítmica 


aeme (m > 0) desde o ponto A(O; a) até o ponto О(—; 0). 
2299. Ve y) ds, onde C é o lago direito da lemniscata 1º = 


le Haas, onde C é um arco da curva х=! у= ут, 


acost y= a sent, z = bi. 
2302. Way 7 ds. onde C é circunfêrencia a? + y! + 2® = a*, 


e 
E Achar a área da superfície lateral do cilindro parabólico 
4 x", limitada pelos planos 0,x—0, 22x, у= 6. 


 Achar o comprimento do arco da linha helicoidal cônica 
10) até o 
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2305. Determinar a massa de contorno da elipse 27 + 2 — 


se sua densidade linear em cada ponto M(x, 3) é igual a |y]. 
2306. Achar a massa da primeira espira da linba helicoida] 
x=acost, у = a sen £, z = М, se a densidade em cada ponto é igual 
ao raio vetor do mesmo. 
2307. Determinar as coordenadas do centro de gravidade do 
semi-arco da ciclóide 
* ` x= a(t — sent), y =a(l — cost) [0 << n] 
2308. Achar o momento de inércia em relação ao eixo OZ da pri. 
meira espira da linha helicoidal x = acost, y = asent, z= М. 
2309. Com que força influe a massa M, distribuída com densidade 
constante pela circunferência x" + у# = af, 2=0, sobre a masa 
m, situada no ponto A(O; 0; 8)? 


B. Integrais curvilineas de segunda espécie 


Calcular as seguintes integrais curvilineas (os parámetros sio 
positivos): 


2310. fur 2xy)dx + (2xy + y) dy, onde AB é о arco da 
2 
parábola у = x" do ponto 4(1; 1) ao ponto B(2; 4). 
2311. [IL — y) dx + x dy, onde С é o primeiro arco da ciclóide 
x = a(t — sen f), у = а(1 — cost), percorrido no sentido de cresci- 
mento do parâmetro f. 
2312. { 2xy dx — х? dy, tomado ao longo de diferentes trajetos, 


que partem da origem das coordenadas O (07 0) e que finalizam го 
Ponto A(Z; 1) (Hg. 103): MENU 


Y| 
D 402:1) 
0 02:0) X 


FIG. 103 


a) sobre a reta OmA ; E 
b) sobre a parábola ÓnA, cujo eixo de simetria é o eixo OY; 
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a parábola ORA, cujo eixo de simetria é o eixo ОХ: 

а linha quebrada ОВА; 

à linha quebrada OCA. E. 

1 condições do problema 2 

Eo dx + x° dy nas mesmas 

je. pene (e A, tomado ao longo da circunferência 
m ۴ 2 

_ з no sentido contrário ao dos ponteiros do relógio. 

onde C é а metade superior da elipse x = 


LL b sen t, que segue no sentido dos ponteiros do relógio. 


С сов y dx — sen x dy, tomado ao longo do segmento АВ 


до segundo Angulo coordenado, se a abscissa do ponto 
à 2 ea ordenada do ponto B iguala 2. | 
yl d= 249) onde C é o lago direito da lemniscata 
Er mu 
cos 2р, que segue em sentido co 
calcular as integrais curvilíncas das expressões diferenciais 


tes: 
em al) 


a xdy-yde — \ xdx y dy 
ca 0 


\ (x + у)(4х + dy). 
in 


ntrário ao dos ponteiros 


*4» (por wm trajeto que não corte o eixo ОХ), 


de + dy " reta x +y =0), 
I trajeto que nào corte a 
Try. (porum trajeto q 


p 
0 Û et) ds + D) dy, onde as funções a(s) 
uas VOS [sw sal e yi эз}, respectivamente. 


e ply) sio conti- 
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2319. Achar as funções primitivas das expressões Subintegrais 


e calcular as seguintes integrais: 
D 


a) (х* + 435) de (бза — 5y) dy, 
" 
ETP М 
(r yp (º trajeto de integração não é cortado pela 


2320. Calcular a integral 


Tf att vay 


Ty 
tomada no sentido dos ponteiros do relógio, ао longo de um quarto da 
dips “+ É = 1, que se encontra no Primeiro quadrante. 


2221. Demonstrar que se Ди) é uma função contínua e C é um 
contorno fechado parcialmente regular, а 


Gus + (e a y dy) = 
ê 
2322. Achar a função primi 


U, se: 


а) du = (2x + 3y) dx + (3x — 49) dy; 

b) du = (3x2 — ¿xy Ty) ds — (e 2ry + 398) dy; 
с) ELO 0) (— x y yl; 

d) dr E 8 

a ht 

Calcular аё segui 


tintes integrais curvilíneas, tomadas ao longo de 
curvas no espaço: 


BON (у — sdz G— sdy + (x — 


2) ds, onde C é ита espira 
da linha helicoidal 


x= a cosi, 
pz E 
2 = М, 


correspondente à variação do parámetro £ de 0 a 2 ж. 
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fas + say + x dz, onde C é a circunferência 
г 


x — R cos a cos t, 
у= R cos a sen t, 
z = R sen a (а = const), 
no sentido de crescimento do parâmetro. s 
f ay da + ya dy + ax de, onde ОА é o arco da circun- 
а 


AS а à 
ex R 
p dp guiro nd, do lamo XOZ, omde y M 


eia 
р yadx + zxy + хуй, 
өй 


O ade day todo, 
KEEFE 


yed + sedy + xy de 
ЕЛ 


(o trajeto de integração encontra- 


C. Fórmula de Green 
2327. Através da fórmula de Green transformar a integral curvi- 


1= VE Eus yy + (х HFF] dy 
E 


contorno C limita um campo S. 
. Aplicando a fórmula de Green, calcular 


nde (x +) dy. 


torno i j ices estão nos pontos 
" € tc de um triângulo cujos vértices estão mus 
i 1, BR; 2) e С(1; 3) e que é percorrido no 3entido pesi о. 
mprovar o resultado obtido calculando a integral dire! 
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2329. Aplicando a fórmula de Green, calcular a integral 
$- aty dx + xy? dy, 
г 


onde C é a circunferência x? + y* = Ri, percorrida no sentido con. 
trário 20 dos ponteiros do relógio. 


2330. Pelos А(1; 0) e B(2; 3) tracaram-se uma рага 
н то раа a is КЕЛДА EN du à уст 
$ ( + y) dx — (x — y) dy diretamente, aplicando a fórmula de G; 
n^ 
2331. Achar 


1 ey? da + (1--xy) dy], se os pontos А e B estão 
«ão 
situados no eixo OX e a área limitada pelo trajeto de integração AmB 
e pelo segmento АВ é iguala S. 
2332*. Calcular $ E هو‎ 


- Examinar dois casos: 
ate 


a) quando a origem das coordenadas está fora do contorno C, 
b) quando o contorno rodeia » vezes a origem das coordenadas 
2333**. Demonstrar que se C é uma curva fechada, então 

$ cos(X, n) ds — 0, 

onde s é o comprimento do arco e m, a normal exterior. 

2334, Através da fórmula de Green achar a integral 


I= $n cos(X, n) + y sen(X, 2)] ds, 
E 


onde ds € a diferencial do arco e y a normal exterior ao contorno С. 
2335*. Calcular a integral 


je 
JR 


4 

tomada ao longo do contorno do quadrado que tem seus vértices nos 

[pontos 4(1: 0), В(0; 1), C(—1; 0) e D(0; — 1), com a condição de 
ue o percurso do contorno seja feito em sentido contrário ao dos 

Eanteiros do relógio 


D. Aplicações da integral curvilinca 

Calcular a área das figuras limitadas pelas seguintes curvas 
2336. Pela elipse x — acest, y = b sent. 

2337. Pelo astróide ж = acos?t, y = asen? t. 
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2338. Pela cardióide x — a(2 cost — cos 24), y = a(2sen (—sen 24) 
2339*. Pelo lago da folha de Descartes x3 + уз — 3axy 
0). 

2340. Pela curva (x + y)? = axy. 
2341*. Uma circunferência de raio ғ gira sem resvalar sobre outra 
circunferência fixa, de raio К, conservando-se sempre fora dela, Su- 
pondo que É seja um número inteiro, achar a área limitada pela 
curva (epiciclóide) que descreve um ponto qualquer da circunferência 
A alisar о caso particular em que = R (cardióide). 

2342», Uma circunferência de raio r gira sem resvalar em uma 
circunferência fixa, de raio R, conservando-se sempre dentro dela. 
Supondo que ^ seja um número inteiro, achar a área limitada pela 
curva (hipociclóide) que descreve um ponto qualquer da circunfe- 
rência móvel. Analisar o caso particular em que zr (astróide). 


2343. Um campo formado por uma forca de grandeza constante 
F, que tem a direcào do semi-eixo positivo OX. Achar o trabalho deste 
“campo, quando um ponto material descreve no sentido dos ponteiros 
do relógio, o quarto de círculo х? + у? = К? que se encontra no pri- 
meiro quadrante, 

2344. Achar o trabalho que realiza a força de gravidade ao 
deslocar um ponto material de massa m da posição A(x,; 4; 25) 
até a posição B(x; vo; za) (о eixo OZ está dirigido verticalmente 
рага cima). 

2345. Achar o trabalho de uma forca elástica, dirigida à origem 
das coordenadas, cuja grandeza é proporcional ao afastamento do 
ponto em relação à origem das coordenadas, se o ponto de aplicação 
desta força descreve, no sentido contrário ao dos ponteiros do relógio, 


um quarto da elipse PIS z — 1, situada no primeiro quadrante. 
2346. Achar a função potencial da força R (X, Y, Z} e determi- 
mar o trabalho desta força no setor do trajeto dado, se: 
BDX=0, Y =0, Z= — mg (força da gravidade) e o ponto 
material se desloca da posição A(x,, yy, 2) para a posição B(xs Ya, ғ); 
DA YH, Zk, onde p= const e 


€) X = — Rx, Y= — Ry, Z kz, onde k= const (força 
encontrando-se o ponto inicial do trajeto na esfera х= + 
Fa? = К? е o final na esfera x? + y? -+ a? = (R> r). 
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$10. Integrais de superficie 


1º, Integrais de superficie de primeira espécie. Seja f(x, y, 2) uma função contin, 
e a= ey). uma superfície regular S. a 
A integral de superficie de primeira espécie representa o limite de soma integra 


б 9945 m УУЛ ye r0 AS, 


ЖЧК E E ло ponto (e 
SESS die minimo dates men ue EE Bal 
a Neue Meuse nens para 
«морад. 
И. ы а 
quad ste Para a0 co OZ Sorta a maaa S em am э рош, e ste 
AN 


(es »948= fus же. niae 
estoit cod s aspe serio 


ferens. 
onde S é a superficie do cubo 04941, 0941, 04:41. 


Calculamos a soma das integrais de superficie tomadas sobre а face superior do 
cubo (z = 1) e sobre а face inferior do mesmo (z = 0): 


leere TOIT (баска Har dy = 3. 


[XT 


É evidente que a integral de superficie procurada seri três vezes maior e igual a 
fecere 
} 


aD RS de ei de pde pio Se P = Ped 0 = Qe 
e RD RU.) Sip lung continuas е S. Ca face de uma supértcs regular ¢ bi 
RAS que o tardetrico pol direçao de normal mos а, со. cos), а tral 


de superficie de segunda espleie correspondenta é expressa da domm seguinte 
(rara asas + e ax ay = |È (P cosa + Q cosp + R cosy) dS 
E B 


Ао passar para a outra face S- da superficie, esta integral muda seu sinal para 
о sinal contrário. 


Se à superficie S é dada de forma implícita, F(x, y, ) — 0, os ,cossenos diretores 
da normal desta superficie são determinados pelas fórmulas 
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ағ ар 
EETHEN +E. 
VE +5) + (5) 
do sinal a ser colocado ante o radical deve ser feita de acordo com a 
S que se tomo. 
Faula de lokes, So funções Р = Pes. O = Qon) 0 Rm 
Derivados! oontimas 2 С 6 um байи) lacado s parcinimente 
ue que lite uma superficie regular e Bilateral S, tem lugar a уба 


3 aene SIE end EM 


+ 0 (04240. 


r as seguintes integrais de superfície de segunda espécie: 
Moas a2dzdx + xy dx dy, onde S é а face externa 


sperfício do tetraedro limitado pelos planos x —0, y= 0, 
Lyra. 
Vr аа, onde S é a face externa do elipsóide 


erfície da semi-esfera 1% + y? +2 = a? (220). 
2. Achar a massa da superfície do cubo 0<х<1, 0<y<1, 
1, se a densidade superficial no ponto M(x; y; z) é igual 


Determinar as coordenadas do centro de gravidade da 
Parabólica homogênea az = 4 + у" (0<x<a). 
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2354, Achar o momento de inércia da parte da superfície later: 
do cone 4 — з# 93 (021), em relação ao eixo O2. - en 
2355. Através da fórmula de Stokes, transformar as integrais: 
a) $e — ya) dx + (9% — zx) dy + (2 — xy) dz: 
D 


5 o de + say + x da. 
2 
Aplicando а fórmula de Stokes, achar as integrais dadas a seguir 
e comprovar os resultados calculando diretamente: 
2356. $6 +3) dx + (2+ л) dy + (x + y) dz, onde C é a circun- 
ferência ^ К 
Arya, х уа 0. 
2357. $0 — 3) dx + (s — x) dy + (x — y) dz, onde C € a dlipse 
i 
x y —L rid. 
2358. Mey (x + x) dy + (x + y + 3) dz, onde C é а curva 


x=asent, y=acost, z= a(sent + cost) [0 <! <22] 
2389. $ Y dx + 2% йу + x*dz, onde ABCA é o contorno do 


абса 
ААВС com os vértices nos pontos +(a; 0; 0), B(0; а; 0), C(0; 0; a). 
2360. Em que caso a integral curvilínea 


1 $Pas+Qdy+ Ва 
i 


será igual a zero para qualquer contorno fechado de C? 
4 


$11. Fórmula de Ostrogradski — Gauss 


Se S é uma superficie regular fechada, que limita um V finito, e P 
Q = Qix. y.7) e Ж = Rir, 3,2) sio funções continuas, junto com suas de 
Primeira ordem, по campo fechado V, tem logar a fórmula de Ostro 


рее tomas nempe (£+ 2+) Ba 
ande cos а, cos В e cos y são оз cossenos diretores da normal exterior A superfície S- 
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wés da fórmula de Ostrogradski— Gauss, transformar as se- 
es integrais de superfície, sobre as superfícies fechadas S, que 
ım o volume V (onde cos a, cos В е cos y são os cossenos dire- 
normal exterior à superfície S). 


E Seat 


ааттана, 


i— Gauss calcular as seguin- 
de superfície (os parámetros são positivos): 


(fet dy de + yt de dx + 3? dx dy, onde S é a face externa 
т 


ie do cubo O<x<a, 0«y«a, 0«z«a. 
л onde S é a face externa 


ide limitada pelas superficies y + y + z = a, 3 = 0, y 


7. fa? dy ds + y dedo + dr ду, onde S ё а face externa 
E 

A a. 

ба. qe SEES EO sic ss ados es te cales 


` =0 [0<z<0]. 


Demonstrar que se S é uma superficie fechada e E uma dire- 
nte qualquer, entáo 


ff costa, 0 45= 0, 
B 


é a normal exterior à superficie 5. 
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2370. Demonstrar que o volume V, limitado pela superfício 5 
€ igual a 


s fees ж + y cos B + 2 cos y) 45, 

E 
onde cos a, cos B, cos y são os cossenos diretores da normal exteri, 
à superfície S. 


$12. Elementos da teoria do campo 


1%, Campo escalar e campo vetoriaLO campo escalar € determinado pela função 
escalar do ponto u == ЛСР) = f( y, 2), onde Р(х, y, 2) d um ponto do espaço. As чыр 
icies fls, у, 2) = C, onde C = const, гаа superficies de nivel do campo c 

O campo vetorial é determinado pela função vetorial do 


ауј ade, onde а, = а(ж.у,). dp = аузу, 
as = a,(x, 9.2) não as projeções do vetor a sobre os eixos das coürdenarii 
linhas teloriais (linhas de força, linhas de corrente) do campo vetorial são dista. 
“adas do sistema de equações diferencial 


O campo escalar ou vetorial independente do tempo, chama-se estacionário, 
e o dependente, ndo 4 estacionário, 
2 Gradiente. O vetor 


NP 
vin E a E o, 
US yan D gg Mrs gem Y 
РОССИ o шышы se >. 
po E биби EL sn a ap FE UAM 
a OS re 

коолор Ee MER Mai 


REE 


Se a direção no ponto P é dada pelo vetor unitário {соз a, cos, cosy), «ti^ 


au au am au 
3U — grad Uto grad U — ÈU cos a P gos B + PU cos. 
Ж U рота у qua + Doer 


(dada da ação U vo ponto р na dio. ne 
7 Divergência е rotação. Chama-se dioergncia de um campo vetorial derivado 
ai) = asi + ay + aske, o escalar s 


ма md y д> ү дь „ү 
һә ATI 


Recebe о nome de roajdo de ura campo vetorial a(P) = azi + ayj {ale o votó 
(Eee en Ren 


de Û = fir) é uma função escalar diferenciável (potencial da campo). 
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Denomina-se fluro do campo vetorial continuo a(P) 
no sentido determinado pelo vetor unitário da normal 
"cos B» соз y) а esta superficie. a integra 


ands= АГЕ ay cos В + a, cos y) ds. 
$ b 


superficie fechada, que limita um volume V. e n 6 o vetor unitário da 
na À superficie S, verá válida а mula de Ourogradshi- башы cuja fortia 


фе эт 


Circulação trabalho do campo. A integral limiar do vetor continuo 
а curva parcialmente regular C é determinada pela fórmula 


E 


ta o trabalho do campo а ao longo da curva Cía, é а projeção do vetor a 
tangente a С). 


m 


a curva fechada C limita uma superfície bilateral 5, é válida a fórmula de 
cuja forma vetorial é 


а mazas Б 


m é o vetor da normal à superficie S, cuja direção deve ser escolhida de tal 

, que para о observador que olhe no sentido de т, o percurso do contorno C 
“em direção contrária à dos ponteiros do relógio, quando o sistema de 
É direito. 

^ Campo potencial e campo solenoidal, Um campo vetorial a(r) chama-se 


а = grad U, 


“que um campo a seja potencial, dado em um campo simplesmente conexo 
deriva continuamente, é necessário e suficiente que а seja. irrotacional, isto 6. 
9 = 0. Neste caso existe um potencial U, determinado pela equação 


MU = ag dx + ay dy + a, de. 
© potencial U é uma função uniforme, temos | adr Utm — Ut: 
а 


Particular, a circulação do vetor а será igual a zero: фа dr = 0. 


DO ai quado qu) ausa e neles ea cda ponto o 
"iva O, nete casa э йаз do vetor atraves de qualquer superlicie fechada 
E 
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Se o campo é ao mesmo tempo potencial e solenoidal, então div (grad U) — y 
Sd, função, potencial U € harmónica, isto €, satisfaz a equ 4 
P equação de I 


2371. Determinar as superfícies de nível do cam) 
U = f(r), onde 7 = /3* уе + 22. Quais serão as superficies de nível 
do campo U = F(p), onde р = үа? y“? 

2372, Determinar as superfícies de nível do campo escalar 


escalar 


U — arcsen. 


VERA 
2373. Demonstrar que as linhas vetoriais do campo vetorial 


аР) onde e é um vetor constante, são retas paralelas ao 
vetor c. 
2374. Achar as linhas vetoriais do campo а = — oyi + «xj, 


onde o é uma constante. 
2375. Deduzir as fórmulas: 

„ а) grad (GU + CV) = C, grad U + €, grad V, onde C, e C, 

são constantes; Б 


Ъ) grad (UV) — U grad V + V grad U; 
€) grad (U) : 
U 
d) grad 6) 
e) grad p(U) = 9'(U) grad U. 
2376. Achar a grandeza e a direção do gradiente do campo U 
== 4º + у? + :% — 3xy2 no ponto 4(2; 1; 1). Determinar em qu 


pontos o gradiente do campo é perpendicular ao eixo OZ е em qu 
é igual a zero. 


2377. Calcular o grad U, se U é 
ds с) =; дд) = 
2378. Achar o gradiente do campo escalar U — er, onde e é um 


vetor constante. Quais serão as superfícies de nivel deste campo е 
como estão situadas em relação ao vetor e? 


2379. Achar a derivada da função U = +245 em um 


ponto dado Р(х, y, 2) na direção do raio vetor + deste ponto. Em que 
caso esta derivada será igual à grandeza do gradiente? 


2380. Achar a derivada da função U = 1 na direção [cos z. 
cos 8, cos y). Em que caso esta derivada é igual a zero? 


pectivamente igual a: a) / 


E 
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2381. Deduzir as fórmulas: _ A à 
a) div (Cy, + Ct) = С, div a, + C, div ap, onde С, е C, são 


grad U - e, onde e é um vetor constante; 
grad U «a + U diva. É 


2383. Achar div a para o campo vetorial central a(P) = f(r) 
КЕНИ 

3 juzir as аз: 

a) rot (Cia, + Сла) = C, rot а, + Cy rot ay, onde С, e C, são 


rot (Ue) = grad U xe, onde e é um vetor constante; 
3 rot (Ua) = grad U xa + U rot a. 


. Calcular a divergência e a rotação do vetor a, se a é igual 
vamente a: a) 7; b) re e c) f(r) e, onde e é um vetor constante. 
386. Achar a divergência e a rotação do campo das velocidades 
“lineares dos pontos de um corpo que gira com uma velocidade angu- 
ar o constante em torno do eixo OZ, em direção contrária à dos pon- 
iros do relógio. À ч 
2387. Calcular a rotação do campo das velocidades lineares e 
xr dos pontos de um corpo que gira com uma velocidade angu- 
« constante em torno de um determinado eixo que passa pela 
das coordenadas, 


2389, Demonstrar que div (rot a) =0. 

2390. Usando o teorema de Ostrogradski— Gauss, demonstrar que 

“o fluxo do vetor a = т, através de uma superficie fechada que limita. 

um volume arbitrário v, é igual ao triplo deste volume. 

2391. Achar o fluxo do vetor r através da superficie total do ci- 
о 2!- y! « RS, 0<2<H. 

2392. Achar o fluxo do vetor 


ai + yj + Fk, através de: 

E. 0<x<H; b) através da 

Superfície total deste mesmo cone, е, 

2393*. Calcular a divergência e o fluxo da força de atração 

LE — — 5: de um ponto de massa m, situado na origem das coor- 

Шш, através de uma superfície fechada arbitrária que envolve 
inha, Кос ре Е desta ie 

= 2r. 
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2395. Pelo teorema de Stokes, calcular a circulação do vetor 
а = 13у + j + zk ao longo da circunferência x? + y? — R? 
tomando em qualidade de superfície o hemisfério х 
2396. Demonstrar que se F é uma força central, isto é, que e-1, 
dirigida a um ponto fixo 0 e depende somente da distência y 
este ponto: Р — f(r)r, onde f(y) é uma função uniforme continua 
campo será potencial. Achar o potencial U do campo. 
2397. Achar o potencial U do campo de gravitação que forma um 


ponto material de massa m, situado na origem das coordenada 
a = — r, Demonstrar que o potencial U satisfaz а equação dr 


Laplace AU = 0. 

2398. Verificar se os campos vetoriais tintes têm potencial 
U e, caso tenham, FOR mem E 

Gx*y — Яху) i + (3х® — 29); 

(quc zj + zyk; 
(у + 3 CE (FF dj («+ к. 
2399. Demonstrar que o campo central espacial a = /() ғ será 
solenoidal somente quando f(r) = + 


m 


» onde # = const. 


m 
2400. Será solenoidal o campo vetorial а = r(ex») onde e é 
um vetor constante? 


Capítulo VIT 
ч SÉRIES 


. Séries numéricas 
ja кэч. Uma мл» жнын 


UE ун o 


Vintergenis, se sua soma parcial 
Samatat tan 
im Sa recebo o nome de sama da série 
limito quando н > 00. O número S = lim S, recebe 
o nimero p 
LIE 
o do redo da série, Se о lim S, não existe, а série recebe o nome de divergente. 
So a série é convergente, o lim an = O (condição necessária para a convergéncia) . 
‘afirmação contrária não É torreta. s 
ЕЕК. nocesário e suficiente que para qual 
quer múmero positivo + pode-se encontrar um N tal, que para n > У e para qual- 
"uer número positivo 2, é válida a desigualdade 
lans Жама snp < E 
aci os ou 
"convergencia ou divergència de uma série não se altora эе acrescentar m 
supeimirmos um número finito de termos. 
27. Criterios de convergência € divergência das séries de termos positivos. 
3) E erri de comparação. Зе O < an < bn, а partir de um determinado n = m, 
ET 
1 ачына ае Dd 
mtrári, а série (1) 
É convergente, a sério (1) também serû convergente. Se, pelo contrário, 
“é divergente, a sério (2) também o será Ес: 
Em qualidade de séries comparativas é muito cómodo tomar, em particular, 
drogressto geométrica 


о 


aq" аёо, 
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que e convergente quando | q | < 1e divergente quando | |> 1, € a série harmónica 
Ev 


que é divergente 
Exemplo 1. À sério 


1 
mu 


4 convergente, já que aqui 


e a progressão geométrica 


е 


Exemplo 2. A série 


é divergente, já que sou termo geral ™ 4 maior que o termo correspondente 
da série harmônica (que é divergente)” b 
1) IL critério de comparação. Se existe um lim "5 finito е diferente de ze 


(era particular, ве аң ~v bn), аз séries (1) e (2) são convergentes on divergentes simul- 
(eri particular, se a» ~ bn). (1) e (2) são convergentes on diverge 1 
Exemplo 3. A sério 


wi ae 
II n 


é divergente, já que 
tim ( 


e a sé өйө temo pl 6 L, 6 divergente. 


1 
Lgo 
28 


Exemplo 4. A sério 


€ convergente, porque 
tim ( E 
mo [2 


Série cujo termo geral é Z, é convergente, 
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<) Critério de D'Alembert. Quando an > 0 (a partir de um determinado n = m) 


в existe o lune 


ша ч _ 
nom an 


ERE neo qu > 
Ee c e 


o, а séc dada é convergente, 
Critério de Cauchy. Quando an > O (a partir de um determinado 
o limite 


[Dé convergente se g < 1, e divergente se g> 1, No caso em que q = 1, 
avergéncia da sério não dic esclarecida, 


'Criérto integral d Саму. Se ax = fo), onde à funcño ft) 6 positiva, mon- 
js a Cy Ss = ДИЕ 
(Amar 
b convergentes ou divergentes simultaneamente 
Nalendosse do critério integral pode-se demonstrar que а série de Dirichlet 


a 


É convergente, se p> 1 o divergente so p < 1. A convergència de mitas séries 


de ser investigada comparando as com a correspondente série de Dirichlet (3). 
Exemplo 6. Investigar a convergência da série 
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Semo a série de Dirichlet 6 convergente quando p = 2, baseando-se no 11 critério 
confronto, pode-se afirmar que a srie dada também é comparen, Жар 
37. Ciitérios de convergência das séries de termos positives 


negativos. Se a série 
Vac A+ [a Io se Тан Les 
Жапо, a serie (1) é convergente, enquanto que a G) eua 
ERR, undici cota mate que a (4) К 
ra ara averiguar se a série (1) é absolutamente convergento, 
ceeds 


para a série (4) os já los critérios de convergência das séries de termos p 
tivos. Em particular, а sério (1) será absolutamente convergente, oc “© 


.s im | | < овна Ma] < а 
OM ES E 


No caso ана da divergência da série (4) não seque а divergência da série (1. orem, 
= im | SEE | > 1 ou im TE] > 1, então será divergente não sû a sério (9, 
mas bé a série (D) 
Critério de Leibniz, Se para una sério altermadá 
d hh. Qu >0) o 
são válidas as condições: 1) b, > By > 32) lim by = O, a série (9) ¢ convergente 
Para o resto da série Rp, neste caso, será válida a apreciação 
| Ra | < bms 
Exemplo 7. Analisar a convergência da série 


j 
Yer 


SUE rra. 


* sério dada € absolutamente convergente, 
Exemplo 8. À sério 


144 yai 
Lo AS meto pmi 


geconvergente. И que sto válidas as candições do critério de Leibniz. Porém, converse 
não absolutamente (condicionamento. Já que a aii 


"REI 1 
UE uH p 
$ divergente (série harmônica). 
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jue as séries alternadas sejam convergentes, não é suficiente 
"zero. O critério de Leibniz afirma unicamente que a 
valor absoluto do termo geral da mesma tende a zera 


iEn йол tui semi aqul, ташиев, não ê Valida) cuina, 
e emo Sur Spr 5% onde ado, H 

EX EEUU iiy 
mA dl ++ +3) 
5¢ = (5 é soma parcial da sé armónica), enquanto que o lim Sy existe 
o [Si 4 a soma parcial da progressão geométrica, que é convergente), portanto 


p ara que а sério alternada seja convergente, não $ necessário 
E кер тасос pilae convento, 


mais, absolutamente, apesar de qi 
ue O valor absoluto do termo geral de série, ainda que tenda a zero, 


X A série que tem por termo geral ĉn = da + iba 
unidade imaginaria) é convergente, se, е somente se, são convergentes simul- 


Enade dae e poros maia d e Fane to oh 


os termos são os módulos dos termos da série (6). 

DERA ama sio carito pudo sx malicia por 
qualquer À, se 

AR AS, 

Ja, hay dd Ma e = RS. 

Ù) Entende-se por soma (diferença) de duas séries convergentes 

E a + ag 4 o. ae em Su о 

batda m 4 a Hom = Sa e 

to 

жю + (oy deb + + (ag & Ba) +. = Si E 5 
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©) Chama-se produto das sérios (7) e (5) а série 
Rad o 

onde cam an + abn da (я = 1,2, 

Se as sérics (7) © ($) são absolutamente convergentes, a série (9) também o seri 
© sua soma será igual a 5,5, 

d) Se uma série é absolutamente convergente, sua soma não varia quando se 
altera a ordem de seus termos. Esta propriedade não tem lugar quando а expo 
gência não 4 absoluta. 


Escrever a fórmula mais simples do enésimo termo das seguintes 
séries, de acordo com os termos indicados: 


ER IUE a 
за уу 24m Lele lado 
"P yis "i 1 1 sad 
mos +F Ра I EpL. 
уза Жык ж NO а 
MOS +++ 206. +S. 
1 


1 ii 
2407. A ee 
La 


2408. 14 A 


2409, 1 1-15 1-4 1— 14. 
дат зза... 


Nos problemas nºs. 2411 — 2415 é necessário escrever os 4 ou 5 
primeiros termos da série, partindo do termo geral a, já conhecido. 


2412. a, = QA 


Investigar a convergência das seguintes séries, valendo-se dos 
critérios de confronto (ou do critério necessário): 


2416. 1—1+1—1+..+(—1уч1+ 
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Di LO M. 
243. 34 A bett 
Fr ANN 1 
Att 


1 1 


20124247 


ТЕ] 
Empregando o critério de Cauchy, investigar a convergência das 
ries: 


э) 
cum (1500 | 
Investigar a convergéncia das seguintes séries de termos розі- 


a i 
244. iti а 

А 
my i 
таасан" 
he. 


O 
2432 ititi ++ 


p ч 
2433. +. 


ПЕ] 
1 

2434. + т 
E he 
2 


4 
ГЫ 
2+5 


2435. i. 


+ 
“hasi 
7 


ESI 
SW Lt REESE 


> 
520 
mantas 


7 
E 
г 
3 
ло 
5 
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2437. 


1 
E Em 


219. LEE + = 


Demonstrar que a série 32 о: 
1000-1002 1000-1002. 1004 ааа 
10003; 1-4 5 LAA E "ES 
1000 1002. 1004. 098 + 26) ү 
RA SS 
2098 11. (o — (e 0 
TE rer CETTE 


E a convergência das seguintes séries alternadas, Se são 
gentes, provar se o são absoluta оп condicionalmente. 


ade 
а 
put 


. 2+2+3 +(—1)* 
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2477. — و‎ ШЫ (у + 


аат 


2478. 


aided 
2479. uU o or 
2480. des 

mue É 


2481. m ai d 2482. 2 (= 0)" tg A 


2483. Certificar-se de que o critério de convergéncia de D'Alem- 
bert mão resolve o problema de esclarecimento da convergência di 


serie Das onde 
E 
ES 
(A 


ES 
= ав — (= 1, 2, 


enquanto que usando o critério de Cauchy pode-se estabelecer que 
esta série é convergente, 

2484*. Certificar-se de que o critério de Leibniz não é aplicável 
às séries alternadas a)—d). Comprovar quais destas séries são dive 
gentes, quais convergentes condicionalmente e quais absolutamento 
convergentes: 


1 1 1 1 

Mi Из: иза POT TT Wee 
ue 
(a = T 
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Investigar a convergência das seguintes séries de termos complexos: 
SELA 22:2 A 
mi. 2486. QA 
EM I 
q E трети 
3 2 
Ye КҮТ 
S 1 CELE 
9L. رر ,2492 .ا‎ ES 
aa El: 


Reina — 29) — м 
Entre as curvas y= $ е у= 1, à dircita de seu ponto 


erseção, construiram-se segmentos paralelos ao eixo OY e que 
entre si distâncias iguais. Será finita a soma dos comprimen- 

destes segmentos? 

02494. Será finita a soma dos comprimentos dos segmentos de que 


a no problema anterior, se a curva y = for substituída pela 


g= cd 

2495, Formar a soma das séries 2,13 
ela convergente? 

2496. Formar a diferença das séries divergentes 27 


Lp 


3, C investigar sua convergência. 
2497. Será convergente a série formada pela diminuição de 
série JL? 


=й 
2498. "Encontrar duas séries tais, que sua soma seja convergente 
ua diferença sre 


Será ele 


J- Será ela 


. Ё dada a série 14 dd ++ z . Avaliar 
do erro que se comete ao substituir a soma desta série pela 
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soma dos quatro primeiros termos e pela soma dos cinco primeiros 
termos. Que se pode dizer sobre os sinais destes erros 
2502*. Avaliar o erro que se comete ao substituir a soma da 


série Ы 
з + 


pela soma de seus » primeiros termos. 
2503. Avaliar o erro que se comete ao substituir a soma da série 


FE 1 
ЕЕЕ 


pela soma de sens т primeiros termos. Em particular, avaliar a exa- 
tidio desta aproximação quando т = 10. 

2504**. Avaliar o erro que se comete ao substituir a soma da 
série 


TUR 1 
наук 

pela soma de seus » primeiros termos. Em particular, avaliar a exa. 

Чайо desta aproximação quando n = 1000. 


2505**. Avaliar o erro que se comete ao substituir a soma da 
série 


fa a 
1+2(5) +3(5) de emy + 

pela soma de seus n primeiros termos. 
2506. Quantos termos da série x 
cakular sua soma com precisão de até 0,01, ou de até 0,001? 


2507. Quantos termos da série 2) 


me 


é preciso tomar pura 


t é preciso tomar 


E e n» 
para calcular sua soma com precisão de até 0,01 ; 0,001 ou 0,0001? 
2508*, Achar a soma da série ttet Lt 


2509. Achar a soma da série 


їз + — de= 2 Cf — 3 + 


$2. Séries de funções 
.. Campo de convergência. O conjunto dos valores do argumento ж, para 0% 
queja a sério do funções 
Ж) EAD e oe 4 fala) de a 
€ convergente, chama-so campo de convergência desta série. A função 
Ste) = lim Sala). 
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+ ıı + fela), © x pertence ao campo de convergéncia, 
Sério е Жы) = Зө) alo o дет w 
(2) = S) — Sala) o de resto da эйе. 


NUES ES 
Шз. же oem 


Solução, Chamando de un о termo geral da série, teremos 


E ESTA 
ANTE TÍO 


an o cto de ПУА pies mas que a мде 6 convergente 
етае comte, se LEIO, шше e 3 


[EESTI E 
é divergente, se EI 1, isto 4 sew <4 <= 3n l<s< o 


Hd Quando x = 1 obtémas a sócio harmônica 14 Lp ok. que (de 
as 


o com o critério de Leibniz) é convergente al 8 
س‎ тиене (por, nto absolutamente). 


Cnreryente 


Divergente zii Divergente 


2 
FIG. 104 


27. Séries de potências. Para toda snis de poténc 
Gat alx a) dear ld ее a)n + 


lalt 1а Пе al + sd len Dl а 
de D'Alembert e de Cauchy, obteremos 


RO Tao de verg a edebant as seguintes 


prend 
em particular, gore quando 


somente de potências impares 


12 - CAPITULO var. SERIES 


lae (+ — аў}, não podem ser empregadas as fórmulas indicadas. Devido a isto reco 
e ыле Que do determinar o intervalo de convergència, se empregue o critério 
las D'Alembert ou de Cauchy diretamente, como se fez acima ao investigar=e à 
[в (8), sem recorrer se As fórmulas gerais do determinação do raio de convergência 
io é uma variável complexa, para а série de potências 

abet — ш m ы H + cale д)" + 
len = an + ibn. Zo = xo + iy existe um determinado círculo (eireulo de convergencia) 
2 f E R'com contro no ponto # = г, em cujo interior а série é absolutamente 
уеге: quando |£ — 7 | > R, a sério é divergente. Nos pontos situados za 
[шша circunferência deste circulo de convergência, a série (4) pode ser taito cor. 
[кетеш como divergente. O círculo de convergencia é determinado, em geral, através 
[os ritérios de D'Alembert e de Cauchy, aplicados à série 


Ie EF Таа alt D E] rm n Be oe ch Den 1а 5+ 


cujas termos são os módulos dos termos da série dada. Assim, por exemplo, utilizando 
[CU uiri de D'Alembert é fácil observar que o circulo de convergência da scri 


2+1 O + De 
Tal E тан 


deterinina-so pela desigualdade |z + L| < 2 (é suficiente repetir as operações feitas 
ha pag. 310 para determinar o intervalo de convergência da série (2) e substituit » 

Tf) O centro do círculo de convergência está no ponto = — 1, е о raio R deste 
сш (raio de convergência) é igual a 2. 

3º. Convergência uniforme. A sério de fongbes (1) converge uniformemente 
intervalo determinado, se para qualquer e > 0, pode-se achar um N tal, que 
depende de x. que quando w > N, para todos os valores de ж do intervalo dai, 
E Válida a desigualdade | Rala) | < e, onde Хаа) € o resto da sério dada. 


Se д IX {ө = 1,2, 1) para agxa o а бе mumérica Dio é coa 


vergente, a série de funções (1) será absoluta e uniformemente convergente no set: 
mento [а, B] (critério de Weierairass) 

А série da potências (3) converge absoluta e uniformemente em qualquer se- 
mento situado dentro de seu intervalo do convergência. Pode-se derivar e integrar 
termo a termo а série de potências (3) dentro de seu intervalo do convergência (quando 
[x= a |< R), isto é, que se 


tir a) + ele — 


^ 


9 


então para qualquer js do intervalo de convorgóncia da série (3), temos: 

а +205 — в) + + жыя а) Sa o 
Еб Е aes etn = tins 

аан Za ar x‏ اک س ے کے 

E cm yes т 


(o número л também pertence ao intervalo de convergência da série (3). Com isto, 
гиз (i e (7) têm o mesmo intervalo de convergência que a sério (3). 


2510. 
" 2512. 
2514. 
2516. 
2518. 
2520. 
2522. 


2524*. 


2526. 


2528. 


P» 


Ут 


sa. втш DE FUNÇÕES 


Ea 


en 


A 


-D 


E 


(+ 


т» 


E 


313 


Achar o campo de convergência das sérios: 


251. P- pt. 

2513. peee, 

E a 

2515**. 5; m, 

2517. 

2519. xs 
йан 

2521. „=з, 
TS 

2523. 

2525. 


“Achar o intervalo de convergência das seguintes séri 
har o ir guintes séries de poté 
“cias e investigar a convergência nos extremos deste REE S 


pare 


Siam 
2529, p 28h, 

Рта 
Ser ium 
Eb mai 


2531. 


2541. Dx". 
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254244, У) піт 2543* Yo 87. | 2871. Partindo do conceito de convergência uniforme, demonstrar 
zd Eee а sério 
ES 1+ Фан. parto 
2545. ar converge uniformemente no intervalo (—1, 1), porém é unifor- 
m “a emente convergente em qualquer segmento de seu interior. 
2547, DEZA. Solução. Utilizando a fórmula da soma da progressão geométrica, para | |< 1 
2549. De Єз, Вар) = amt + ата +... 


E os о segmento | — 1+ &, 1— а | dentro do intervalo (— 1, 1), onde x é 
2551 — am numero positivo tão pequeno como se deseje. Neste segmento | # |51 — x, 
"OE mea T-—x|»x e, portanto, 


ааты. 


ys teor a [LE 
2582. $5 ES 2553. Yr (— ne 8 у" 
кү Б, M Gram 7 degonsrar а convergência uniforme da sio, ada no memento [= | a, 
S = ul, é suficiente provar que para qualquer е > 0 podesse encontrar um N tal, 
2554. yo niet, ass Deem qua dependa exlac amonto de E с que gum qualquer > е verifique a dest 
ES A REDE Aside | Rn) | < є para todos os do segmento, examinado, 
y = Tomando qualquer e > 0, fazemos que ZS ce; aat (1— уб! < ex, 
2556. E EST: (сун er. 5 
FU tes ae) e [rro (+ Weft — o) < (е, ito en + 1> j Û ae ta (Im) <0) е 
a Сө 
Ии asso ru d 
TS (ан — p de que de fato, quando » > N, se verifica a desigualdade [Rala] < e para todos 
2560. dS EST JUL MO TN o x do segmento [— 1 +a 1—8] e portanto, fica терь e тк: 
оку. Fes palmo do тае eia PLI PE contien pontos tão próximos 
2560. yo снет رک‎ ۳ como se deseje, do ponto х= 1, e como o lim Кз} = lim-2—— = co, por 
fA my ss ar o окш шины podios a э quii вера 
О взноса: СОИ | Bal |< e 
A EI ет todos os pontos do intervalo (— 1, 1), o que quer dizer que a convergência desta 
2564. уо гче 2565. 55 (1+ o) a". Série no intervalo ( 1, 1) não é uniforme. 


2572. Partindo do conceito de convergéncia uniforme, demonstrar 
que: 
a) a série 


2566, УУ (= 2 


f e 
2568. (1 + 27 , i 
анада наде TO TGF. 


2569. 14 Ed am 
т= cr uer пс 


m EC] 


"abs E 
1+ +++ + 


converge uniformemente em qualquet intervalo finito; 
b) a série 


nio 
converge uniformemente em todo o intervalo de convergéncia (—1, 1); 
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с) a série +. 
Rated 


converge uniformemente no intervalo (1 + 8, 00), onde è é um nú- 
mero positivo qualquer; 


783. Série de Taylor 


Je. Desenvolvimento de uma função em série de potências. Se uma função f(x) 
admite um desenvolvimento em sério de potências de x — а num entorno de 
$a < R do ponto a, csta série (sdri de Taylor), terk a forma 


feme erm omae Dare ma бу 


d)'a série 21 
مس‎ _ о а série de Taylor também recebo o nome de séria de Maclaurin. À 
[E SiS see [ea ойто complementar da omnia de Tae 
é convergente não só dentro do intervalo (—1, 1), mas também nos 7 
extremos do mesmo, porém a convergência da série (—1,1) não é жыз) — 6) — [^ + “| 
uniforme. E 
Demonstrar a convergência uniforme das seguintes séries de fun- quando n а. 
shes nos PENES О Н Eu e RR O e Ee cat 
(a) = (EMP jon) [a + Bale — эў, onde 0 6, < 1 
2573. Es no segmento [—1; 1). LO erem É ge [а + ute — a = 
а, Desenvolver а função Да) — cost x om série де potências de 
2574. У =®"* cm todo o eixo numérico. Sopão, Acliamosas derivadanda ouro dada) = co f] = sent s G) 
ES LP Ter CE 
aF у ЛИ = 1/10) r0 O LIA 
2575, xc yu y o segmento [0; 1]. E 


Usando a derivação e integração termo a termo, achar as somas 
das séries: 


2576. «+ = ELE eus E М 
= dim Sn 
erus -— ан 2л ан | mes BED 

Эй aret o E r (DO Bra 

pi 2 p 3 GA ” t para qualquer x. Portanto, a série é convergente no intervalo — oo < ¥< 00 O 

2578 з oe 4 ET 


E шше intervalo de convergência. da série (3 usamos о critério de 
D'Alembert, Temos 


termo complementar da série, de acordo com a fórmula (2), tem a forma. 


te 
Lat ares e 
2579. х EE p (та 2 


2-1 


cosh Ox, so жя 6 impar, e 


2581, 1 — 32% + 544 — .. + учо = 1) а= +. 
2582. 1-24 2 3x -- 3 dato mn 1) 71 4... 
Encontrar a soma das sérics: 

2583. 


Como 0< 0 < 1, teremos 
A ES <r, 


leg y 
[zu 


1 
И Кок лат ы. 

on corn it ж сыш da Dien. 
КЕ хш ri 


Jim 
s= + DI 
Portanto, lim F(s) = 0, qualquer que seja +. Isto significa que a soma da série| 


(б) para qualquer, é de fato igual a соз = 
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2º. Métodos usados para desenvolver em série de potências, 
Usando os desemvolvimentos fundamontais 


IU з 5 = „СШ 
ыс s SEED. 


ENE 
Ш. sen = ZF ET 
BS +з 


Ш 


En mii ШЫ. 


1V. (1+ д” 14 HAD 
(1+ E 


E 
vom == 


ES em muitos casos, obterse facilmente o desenvolvimento de wma função 


1< x<, 


та série de potências, sem que haja necessidade de investigar o resto da sul 

Vezes, ао faser o desenvolvimento, d necessário utilizar а derivação ош integrat 15 
ermo a termo. Quando se trata de desenvolver em série de potências de fun ico 
acionaie, recomenda-se. desenvolver tais funções em frações simples, 

Exemplo 2. Desenvolver em sério de potências do a**) a função 

PAS 
EITE] 
Solução. Desenvolvendo a função em frações simples, teremos 


LS 


1 2 
Mee 1-а Жш 
=i+ + م‎ [7 
i 
Tao E 1-2 tm DO avem a 
etisitivamente, teremos 
1 a ranan Ea 1 came. © 


*) Nos limites do intervalo ёе convergência (isto 4, quando x = 
þ desenvolvimento 1V se comporta da seguinte maneira: se m > 0, converge absolu- 
[amente em ambos os extremos; se 0 >m > — 1 diverge quando x = Ге converso 
Fondicionalmente quando ж = 1: se m « — 1, diverge em ambos os extremos. | 
28) Daqui para diante subentendemcse “potencias inteiras e ndo positivas 
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progressões geométricas (4) o (3) são convergentes respectivamente quando | ж] < 1 
1 


1 
z1 < ri portanto, а fórmula (6) 6 válida quando |x| < т. isto é, quando 
1 uk 
ie 


Se, Série de Taylor para uma função de duas variáveis. O desenvolvimer 
Junção infinitamente diferenciável de duas variáveis /(x, у) na série de 
entorno do ponto (a, b), tem a forma 


А а 1 ә 
fe amieta [00 +00 ¿e DES [e-2 ¿+ 


4 гү 1 8 „9 Ex 
= na] ua +--+ [0 PS 


зе а = b = 0, a série do Taylor chama-se também sério de Maclaurin, Neste caso 
usam-s as seguintes anotações: 


Sa, by + es m 


BENI na Жз wo asit ya: 
[afte ۵ алоо “E ү UR Lo » 
E E رو ر‎ ЕЯ 
[ea ¿+00 5] 100 - = Br "+ 


y He 


EL 
tUm 


O desenvolvimento da série (7) tem lugar, so o termo complementar da série 


mu а гр 2 
en د‎ {лез + | 100) o 


quando n =+ co. O termo complementar da série pode ser representado da forma 
1 
(e+ DI 


Ral = A nen 


ende 0 < 0 < 1. 


Desenvolver em séries de potências inteiras e não negativas del 
_ x as funções indicadas, achar os intervalos de convergência das série: 
obtidas € investigar o comportamento dos termos complementares da: 
mesmas: 


2587. аа >0). 


2589. cos(x + a). 
2591*. In(2 + 3). 


2588. sen (= + 2)- 
2590. sen? x. 
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Utilizando os desenvolvimentos fundamentais I—V escrever y 
desenvolvimento em série de potências de x, das seguintes funções 
© indicar os intervalos de convergência das series: 


2592, ЕЕ 
War 

2594. 2595. e”, 

2596. 2597. cos2x. 

2598. 2599. sen 3x + x cos 3x. 


2600. 2601. 


2602. In Lt. 


2603. In (1 + х — 22). 


Aplicando a derivação, desenvolver em série de potências de 
3x as seguintes funções e indicar os intervalos em que estes desenvol- 
vimentos têm lugar: 
2604. (1 + x) In (1 + а). 
2606. arcsen x. 


2605. arctg x. 
2607. In (х + JTF) 
Utilizando diferentes métodos, desenvolver em série de potén 


cias de x as seguintes funções e indicar os intervalos em que estes de- 
senvolvimentos têm lugar: 


2608. sen? х cost х. 
2610. (1 + e). 


2609. (1 + aje”. 
2611. ¥8 x 
2613. cosh зх. 


2615. In (s! + 3x +2). 


2617. fe dx. 


2618. 


Escrever os três primeiros termos diferentes de zero dos desenvol- 
vimentos em série de potências de х das seguintes funções: 


2620. tg x. 2621. thx 
2622. ===. 2623. sec x. 
2624. In cos x. 2625. e sen x. 
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2626*. Demonstrar Ea para calcular o comprimento da elipse 
pode-se utilizar a fórmula aproximada 

s= EU cm 
onde e é a excentricidade e 2a, o eixo maior da elipse, 

2627. Um fio pesado, nào extensível, suspenso por seus extremos, 
forma por seu próprio peso a catenária у = a cosh 2, sendo a = É, 
onde H é a tensão horizontal do fio e q, o peso de uma unidade de 
Comprimento do mesmo. Demonstrar que para valores pequenos de 
x é possível admitir-se, com uma aproximação da ordem de s*, que 
о fio pende formando a parábola y = a + É. 

2628. Desenvolver a função a* — 2x! — 5x — 2 em série de po- 
tências de «+ 4. 

2629. f(x) = 51° — 4х* — 3x + 2. Desenvolver f(x + A) em série 
de potências de й. 

630. Desenvolver In x em série de potências de x — 1 


2631. Desenvolver 1 em série de potências de x — 


2632. Desenvolver L em série de potências de x + 1. 
1 


2633. Desenvolver 1 
1 


em série de potências de x + 4 


2634. Desenvolver xl em série de potências de x +2 
2635. Desenvolver c em série de potências de x +2. 
2636. Desenvolver |/ em série de poténcias de x — 4: 

37. Desenvolver cos? x em série de poténcias de x — 


2638. Desenvolver созї x em série de potências de х — 2. 
2639*, Desenvolver In x em série de potências de ZZ. 


[P 
2640. Desenvolver yz em série de potências de —— - 


2641. Quc erro se comete se supormos que aproximadamente 
TO A 
еа ++? 
2642. Com que exatidão pode-se calcular o número © se empre- 
garmos a série 
асаах SB Lus 


tomando a soma de seus cinco primeiros termos, quando x — 1? 


21—35 
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2643*. Calcular o número E com precisáo de até 0,001 através 
do desenvolvimento em série de potências de x, da função arcse: 
(ver o número 2606). она 

2644. Quantos termos 6 necessário tirar da série 
Е 


рага calcular о cos 18° com exatidão de até 0,001? 
2645. Quantos termos é necessário tirar da série 


E 
Aat 


para calcular o sen 15º com exatidão de até 0,0001? 
2646. Quantos termos é necessário tirar da série 


"ES 
eI TS 


cos x 


sen x = 


para achar o número e com exatidão de até 0,0001? 
2647. Quantos termos é necessário tirar da série 


ln (1 + 4) = x — 


para calcular In 2 com exatidão de até 0,01? até 0,001? 

2648. Calcular #7 com exatidão de até 0,01 através do desen- 
volvimento da função /8 F x em série de potências de x. 

2649. Esclarecer a procedência da fórmula aproximada [a x» 
mad = (a > 0), calcular com ela /23, fazendo a = 5 e avaliar o 


erro cometido. 


2650. Calcular {#19 com exatidão de até 0,001. 
2651. Para que valores de x a fórmula aproximada 
ENTE 


[dá um erro não maior que 0,01; 0,001; 0,0001? 
2652. Para que valores de x a fórmula aproximada 


senx= x 

dá um erro não maior que 0,01 e 0,001? 
12 

2653. Calcular f 


dx com exatidão de até 0,0001. 


: 
2654. Calcular e= dx com exatidão de até 0,0001. 
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2655. Calcular Í cos x dx com exatidão de até 0,001. 


2656. Calcular dx com exatidão de até 0,001 


m 


2657. Calcular W 
з 


TF a$dx com exatidão de até 0,0001. 


p 
2658. Calcular $ Vz& dx com exatidão de até 0,001. 


2659. Desenvolver em série de potências de x e y а função 
cos(z— y), achar o campo de convergência da série obtida e 
analizar о resto da mesma, 

Escrever o desenvolvimento em série de poténcias de x e y das 
seguintes funções e indicar os campos de convergência das Séries: 


2660. senx-seny. 266Lsen(xº + уЗ).  2662*. 13585 y 
2663*. In(1 — x — y + xy). 26645. аса Tr, 
ET 


2665. f(x, y) = ал? + 2bxy + суз. Desenvolver f(x +A, y + E) 
em série de potências de } e А. 
2666. f(x, y) = x* — 298 + 3xy. Achar о acréscimo desta função 


ao passar dos valores x = 1 e y = 2 para os valores x = 1+ л 
ey=2+k. 

2667. Desenvolver a função «*** em série de potências de x — 2 
ey+2 

2668. Desenvolver a função sen (x + y) em série de potências de 
xey. 


Escrever os três ou quatro primeiros termos de desenvolvimento 
em série de potências de x e y das seguintes funções: 
2669. ež cos y. — 2670. (1 + x)”. 


$4. Séries de Fourier 


15, Teorema de Dirichlet, Diz-se que uma função fa) satisfaz As condições de 
Dirichlet em um intervalo (a i), se neste intervalo a função aue 
uniformemente restrita, isto €, ТЛО) ЄМ para а < я < b, onde A 
„И IREM раг 
2) não tem mais que um número finito de pontos de descontinuidade e todos 
les de 1º espécie (isto €, que cm cada ponto de descontinuidade E a função Дх) 


a 
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tem um limite finito à esquerda ДЕ — 0) = Ша ЛЕ — e) e um limite finito à direit, 
Ji 0) — tim AE e) e» 0: bs 


3) não tem mais que um número finito de pontos de extremo estrito 

O отта de Dirichlet alma que toda função JU) que зай ii Duerval 
(= ж.) às condições de Dirichlet em qualquer ponto # deste intervalo, en Quo 
ix) Seja contínua, esta pode-se desenvolver em sarie trigonométrica de Fourier, "® 


Дю) = El + a, cos s + зеп + apcos 2x + Bysen 2e + + 


+ вл cos nx + ba sen ns + 
em que os coeficientes de Fourier a е ba são calculados pelas fórmulas 


ч) 


Se x é um ponto de descontinuidade da função f(x), pertencente ao intervalo ( =, x) 
a soma da sério de Fourier S(x) será igual à média aritme ? merda 
à soma da séri urier S(s) será igual ¡tmética dos limites à esqueráx 


se) = iUt 0) fec oy. 
Nos extremos do intervalo 4 = — = ex = 
Som = 5ш) = ЫЛ— я + O) efi O), 
2º, Séries incompletas de Fourier. Se a ar (ato 6, so /(— »)- 
= pe, então ma шша {у Coro Se POLO € par (isto 6, so /(- a) 


B=0(n=1,2,.) 


an = ZÛ IN зле (e =o, 12 


Se a função Да) é impar (isto 6, зе f(— +) — — f(a), catão an = 0 {я — 0, 1, 2...) с 


bam È È asenne ax (um 1 2 
è 


[Uma funcio dada nd intervalo (0, л) pode ser prolongada à vontade no intervalo 


3°. "Stier de Fourier de, período 21, Se uma função /(s) satistar as condições 
[e Dirichlet mo intervalo (= 11. йе comprimento 2 pars as pone de cidade 
a função, pertencentes а este intervalo, ae verificari o аа роне сот 


A A imm Сай 
کے = ا‎ e con TE ba ка TE ще» DEE к шщ Элл ү. 


а EE E ba aca TE 
+ 
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Й 
+ eem 


2 


TU a, (n= 0,1, 2o) 
B ar e = 021, 


д 
1 д 
ipee ene 


1 ios de descontinuidade da função f(s) е nos extremos do intervalo x = 

Mos Pon dicite de Fourier атаа А igualmente como se fas quando so 
Du em que а uñas Jo) se desenvolve em série de Fourier em um intervalo 

дано (a, à I. 2) de comprimento 21, os stes de integração nas fórmulas (2) 
че: Subaitaldos respectivamente, por a c a + 21. 


“Desenvolver em séries de Fourier, no intervalo (—, x), as fun- 
jes seguintes; determinar a soma das séries nos pontos de desconti- 

ге nos extremos do intervalo (х= — x, x = т); construir 
[ático da proprie fanção e da soma da série correspondente (dentro 
e do intervalo (— я, #)): 


с, quando — s < x«0, 
1. =) 
4 e Пе 
Examinar o caso particular em que ¢, = — 1, c = 
ax quando —z < x&0, 
b= l;bja=—1,b 


intervalo (0,27). 
2680. Desenvolver a função f(x) = no intervalo (0, x), em 


de senos de arcos múltiplos. Empregar o desenvolvimento obtido 
a soma das séries numéricas seguint 


Desenvolver em séries incompletas de Fourier, no intervalo (0. 


© п), as funções seguintes: a) em séries de senos de arcos múltiplos, 
RD ie de sedie cs gritos ds 
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funções e os gráficos das somas das séries correspondentes em seus 

campos de existência. S 

A 2681. Дх) = x. Achar, através do desenvolvimento obtido, a soma 
la série 


2682. f(x) = х2. Achar, através do desenvolvimento obtido 


soma das séries numéricas: y 


1 quando 0<х<*, 


2684. f(x) = 


0 quando E «xn 


[= quando 0<x<2, 
2685. f(x) = 2 


т—х quando 5 < x < r. 


Desenvolver no intervalo (0, л), em série de senos de arcos múl- 
tiplos, as funções: 


aquando O < x<3, — 2687. f(x) = (x — x) 


2686. f(x) = € 
| O quando E<x<m 2688: f(x) = semi 


Desenvolver no intervalo (0, 1), em série de cossenos de arcos 
Inúltiplos, as funções: 


2689. да) =), | quando 0 < x< i 
[о quando à < x < x. 
1— É quando 0 < x «2h, 
2690. f(x) = a 
0 — quando 24 < x < m. 
2691. f(x) = x sen x. . 
| cos à quando О<х<®. 


2692. f(x) р 
| — cos x quando! < x < m. 
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2693. U: lo o desenvolvimento das funções x e 
(0, x), em série de cossenos de arcos múltiplos (ver Nº 2681, 2682), 
demonstrar a igualdade 


ES 


Srta (oen). 


2694**. Demonstrar que se a função /(x) é par e ao mesmo tempo 
B + E E: aps E з), sua série de Fourier no intervalo (— x, 
7) representa o desenvolvimento em série de cossenos de arcos múl- 
tiplos ímpares; enquanto que a função f(x) é impar e ЧЕ + = 
= Л — x)| se desenvolve no intervalo (—т, x) em série de senos de 
arcos múltiplos impares. 

Desenvolver, nos intervalos indicados, as seguintes funções em 
séries de Fourier: 

(=I<a<). 

(0<2<1). 

(—i<x <l). 

(5 < х < 15). 

* Desenvolver as seguintes funções em séries incompletas de Fourier 


nos intervalos indicados: a) em série de senos de arcos múltiplos e 
b) em série de cossenos de arcos múltiplos: 
(0<x<1) 
(0<x<). 
(0 < x < 2л). 
i x quando 0 < x« 1, 
(ES quando 1 < x < 2. 
2703. Desenvolver a função seguinte em série de cossenos de 
arcos múltiplos, no intervalo ( > 3) 


1 quando 5 <a<2, 


Tum 


Дз) = 
3— x quando 2 < x < 3. 


Capítulo IX 
EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


tirado des ei аы 
Condições iniciais 
1°. Conceito fundamentais, A equação da forma 
Jen yy, m) - 0, (0 
т pd pie 30 4 а função procurada, chama-se equação diferen- 


cial de т-та ardem. Qualquer função y = ple que аерата а cuerdo err. 
identidade, recebe o nomne де йи dest equhqlo prático deta AAS de (cm 


curva integral. Se a solução é dada em forma im (sy) = 0, geralmente. 
[= plícita, D(x, y) = 0, geralmente. 


Fecebo о nume de 
Exemplo 1. Verificar que a função y — sen x é a solução de equação 
+=. 


Solução, Temos: 
vm cosa, yo — sen w 
e, portanto, 
Y + y=— sens + sen * = 0, 
A integral . 


(y Cu 9) = 0 o 
da equação diferencial (1) que contém n constantes arbitrárias independentes 
iss in e que é equivalente (no campo dado) à equação (1) se chama integro! gora! 

ação (no campo correspondente). Dando valores determinados As constans 
“a Cn ta relação (8, озшш зе uma integral Particulas da equação (1). 
Rociprocamente, tendo-se ama familia de curvas (2) e excluindo 0% parâmetros 
¿Cn do sistema de equações 
9... Lo. Lo, 
| ax de 
obtém-se, no geral, uma equação diferencial da forma (1), cuja integral, no cami 
Enrrespondente, é а relação (5). V dnd e 
Exemplo 2. Achar a equação diferencial da familia de parábolas 


y= Ge = су o 
Solução. Derivando duas vezes a expressão (3), temos: 
Y = GG — C) е y” = 26. m 


Excluindo das equações (3) e (4) os parámotros Сү e Cy achamos a equação diferea- 
cial que procuramos 

уу" y 
[E fácil verificar que a função (3) transforma esta equação em identidade. 


ШО ү relajan T E 
ЕЕ эн нн» нь ‚- yí da equação шы 
у" = fin. y. ө) 
СЗ pa о К 
ie dahas inicio (problema. de Cauchy) 

эж) = Yor Y E 
о qa pa eret 

y = (а, Cy 


сь. 
“as constantes arbitrárias C), -~ , Са slo determinadas, caso seja possível, pelo 


de equações 


V. Cu cs Са). 


HD = q Ds С, 
| Exemplo 3. Achar a curva da família 
= GE + Cas, 


^ 
D 


onde ую = 1 10) = —2 
Solução. Temos: AR e a 


Fazendo x= O mas fórmulas (6) e (7), temos 
1-66 2 


G=0, G=1 . 


E 


yo. 


зе as funções seguintes são as soluções das equações 
diferenciais dadas: 


2704. xy = 2у, у= 5x2 
2705. y = 34 yn у= 
27%. (x +) de + ب‎ = 0, у= ELA. 


2707. y” +y = 0, у = 3 зеп x — 4 соз x. 
2708. EL 4 wx — 0, х = C, cos ш! + C, sen wt. 
0, a) y= хе, b) у= л. 

Y — (ч + ری‎ + Мдзу = 0, y = Cite С”. 
Demonstrar que as relações indicadas são integrais para as equa- 
ções diferenciais dadas: 

2711. (s — 2y) y —2x — 3, 3t — xy + y? С 
2712. (x — y £1) =1, y= x+ Ce. 

2713. (xy — x) Y' + xy" + уу —2у =0, y 


In(xy). 
, 
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Formar as equações diferenciais das familias de curvas dadas 
(С, Cy, Ca, C, são constantes arbitrárias): 


2714. y — Cx. 2715. y = Cx*. 
2716. y: = 2x. 2717. за + y? = CR 
2718. y — Ce. 2719. 9 = C(st — уз). 


2720.  - L— 24 Ce 


2721. In = 1: ay 
y 


(a é parâmetro) 
2722. (y — у): = 2px 2723. y = Cet + Cy”. 
[Yo Ф são parâmetros). 
2724. y—C,cos2x--C,sen2s. 2725. y = (С, + Cat) & +G, 
ao 172 Formar a equação diferencial de todas as retas do plano 


2727, Formar a equação diferencial de todas as parábolas com 
eixo vertical no plano XOY. 


2728. Formar a equação diferencial de todas as circunferências 
no plano XOY. 

Achar, para as famílias das curvas dadas, as linhas que satisfaçam 
as condições iniciais indicadas: 

2729. *— y — C, у(0) = 5. 

2730. y = (C, + Cas) e”, (0) 

2731. y = C, sen(x — Ca), у(х) 

2732. y = Ce + Ca + Суё*; y(0 


$2. Equações diferenciais de 1* ordem 


17. Formas de equações diferenciais de 1º ordem. A equação diferencial de 1% 
ordem com uma função y incógnita, resolvida em relação à derivada y’, tem a forma 


Y = ж у), w 


[onde f(z, y) € uma função dada. Em alguns casos 6 conveniente considerar como 
função incógrita a variável ж e escrever a equação (1) na forma 


x = (х,у), un 
lende gtx, y) = - 
Да у) 
Tendo-se em conta que y 2 ex- = + аз equações diferenciais (1) e (17 
[podem ser escritas na forma simétrica ? 
Pis, y) dx + QU, 9) dy = 0, [I 


[onde P(x, у) e Q(x, y) são funções conhecidas, 


43. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM an 


as da equação (2) entendem-ae as funções da forma y= ls) ou 
у qu анабыз st aquação А teral geral das едам Пе (09. 
"Erat sto (£j tem a forma O(s, y, С) = O, onde С é uma constante arbitrária. 
[^ >, Campo de direções. O conjunto de direções 
tga = f(x,y) 
de direções da equação diferen 
"рган! representado por melo 


Doo das curvas integrais considerando-se 
Ca Di 

ái do campo cm cada um de seus pontos 

Exemplo 1. Construir, polo método de is- 

| ашак 0 tampo das curvas Integrais da equação 

vma 

Solução. Construindo as isóclinas x = A 

чаш) © о campo de direções, obtemos 

адалет о campo de curvas integrais 

105. А solução geral é a família das 


+c 
Construir, pelo método de iséclinas, o campo aproximado das 
© curvas еы» para as equagóes diferenciais indicadas a seguir: 
2733. у =—x. TAN 25 =1 
2736. yt. 2737. у =x + y’. 
> 
5%. Teorema de Cauchy: Se uma função f(x, 3) é contínua em um campo deter. 
y minado U (s < x 4, b < у < В} e tem neste campo a derivada cestita fole Y) 
ON фос cas ponto (e o o pasta uma someto uma, curva intra y 
ação (1) (gta) = o. Ñ 
E toto бы anat quebradas de Euler. Para а contrução aproximada, é 


Y o 
E qe te m 
AS 


мыт + Are Xia = Ye + e 

As, = A (passo do processo), 

Ay Me x) 60 12,3. 
Exemplo 2. Para а equação 


FIG. 103 


E 
2 


achar (1) polo método de Euler, se y(0) = 1 (+ = 0. 1- 


y 
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А 


AS 
55552552 


Assim, уй) = 1248, Para comparar, damos o valor exato de уй) == 1254 

Usando o método de Euler, achar as soluções particulares das 

equações diferenciais dadas a seguir, para os valores de x indicados 
2738. y = y, y(0)=1; achar y(1) (h — 0,1). 


2739. y =x 4 y, (1) = 1; achar y(2) (h = 0,1). 
2740. y — — ZI 200) = 2; achar y(1) 4 — 0,1). 
2741. y de (0) = 1; achar y(1) (& = 0,2). 


$3. Equações diferenciais de 1* ordem com variáveis 
separáveis. Trajetórias ortogonais 


1º. Equações diferenciais de 1* ordem com variáveis separáveis. Chama-se equação 
[com varidueis separdoris, a equação diferencial de 1° ordem da forma 


Y = faso) ve 
X(x) Y ly) dx + X,(x) Y (9) dy = 0 a 


Өл. X, Xy, Y, Y, são continuas) 
[Dividindo amos os membros da equação (1) por g(y) e multiplicando por ds, temos 


LE — дё. Da, integrando, temas a integrat gel da equação () та fora 
E cu 2 
Yos ГЛ gone 5% : 


A o doe mendes de usto (19 or X YO) eint 
теғи 
Xin HO ,, .. c. e 
moni dre 
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separa um valor determinado de у = эш emos que FU o 0.4 fato у = do 
A е, Аал стын: 
pH 8 sao curvas integrais da equação (Т), se s o P são raizes 
аде Xin] = бе Уфу) = б. por cujos primeiros membros se dividiu a equação 


a a 


“Achas, em particular, a solução que satisfaz a condição inicial: 


у 0) = 2. 
Бана Podemos escrever а equação (3) da seguite forma: 
9 1—5. 
de = 
separando as variáveis, teremos: 
раа 
> = 


la [y |=— In [| In Cp, 
“onde a constante arbitrária in C, foi tomada em forma logarítmica. Depois de poten- 
Cias, obtém-se ar solução geral 


[7] 


onde € = 4 Cy 
“ho dividir por y poderiamos perder a solução у = 0, porém esta última está 
contida aa fócmala (4) quando C = O. 
Utilizando а condição inicial dada, temos que C = 2 e, portanto, а solução par- 
ticular procurada é 
2 
5-2. 
} diferenciais que podem reduzir-se a equações com variá- 
ves peer AS guardes aisrencials da forma 
y = ех +%у+д (O) 
(é continua) se reduzem à equação da forma (1) рог meio da substituição ч = ax + 
BE oum 
"3%. Trajetórias ortogonais são curvas que cortam as linhas da familia dada 
(96.240) = O la é um, parametro), formando Angulo reto, Se Куу) =D ба 
equação diferencial da família, então 
He 
y 
€ a equação diferencial das trajotórias ortogonais. < 
Exemplo 2. Achar as trajetórias ortogonais da família das elipses 


Е 6 
Solução. Derivando ambas as partes da equação (5) achamos а equação dife- 
sencial da «familia, 
a+ 2yy 0. 


m CAPITULO rx, EQUAGONS Diresenciais 
substituindo y^ z 
Dal, substituindo y por — Š , 1 obtemos а equação aifeencia das traje 
E — 
Mec. 
y > 
Ioisgrendo, teres que y = Ca? (familia des parábola) (ver a fg. 100 


FIG. 106 


Lf Fomacto das equações diferencias. Ao formar а equação айызы voz 
risas абыс, press empres com кеиш o Ше ali di 
КО ыр це ao {шн Hep ção 
Flaco ente à ordenada y да curva procurada € sua Er e E vias 
a squagio dibrencial Em outros casos (ver problemas m's: 2783, 2980, 235) empre 
Lapis geométrico da integral definida, como área de um trapézio mistilíneo 
E é comprimento de ыш arco, Mco cao, diamante da condição do prole 
bn ve uma equação integrat simples (jé que а função Г у эй мыс 
са e memo денс talas com ac 
[und durer а eua que кана кчы ponto (3; prs o qual o sr 
ode der una de rus ош 
INE Sti Му. у) o Ponto medio de tangente AB, que segundo as condições 
e ve pon de contacto o ponian А e pt de no 
ha ingenio com t cis OY 0X), De acordo com аз codi 04 y 2 OB = 
ente angular da tangente А emiva no punto Mi) ditate 
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BU i а uva prora, тыч». mm 
а +9 20 
а 


EC mstiny=InC ou sy = С 


Empregando a condição inicial, determinamos que C = 3-2 = 6. Isto é, а curva 
procurada é a hipérbole ay = 6. 


Resolver as equações diferenciais: 


2745. y — ху 
2746. Зе" tg y dx 
2747. Y tg x = y- 


Achar as soluções particulares das seguintes equações, que sa- 
tisfaçam as condições iniciais indicadas: 

2748. (14-е) у-у = е; y = 1 quando x = 0. 

2749. (xy! + x) dx + (xy — y)dy = 0; y=1 quando 

2750. y sen x = ушу; y=1 quando x z 


Resolver as seguintes equações diferenciais através da troca de 


o 


2753. (2x + Зу — 1) Euros 
2754. (2x — y) dx + (4x — 2y + 3) dy = 0. 
Nos nºs. 2755 e 2756 passar às coordenadas polares: 
2755. у = MAA 


2756. (a + 3°) de — xy dy = 0. 

2757*. Achar a curva que tenha um segmento de tangente, cujo 
comprimento seja igual à distância do ponto de contacto até a origem 
das coordenadas. 

2758. Achar a curva para a qual o segmento da normal, em qual- 
quer ponto da mesma, compreendido entre os eixos das coordenadas, 
esteja dividido ao meio neste ponto. 

2759. Achar a curva cuja subtangente tehna um comprimento 
constante a(a > 0). 

2760. Achar a curva cuja subtangente seja o dobro da abscissa 
do ponto de contacto. 

Î 2761%. Achar a curva para a qual a abscissa do centro de gravi- 
dade da figura plana, limitada pelos eixos das coordenadas, por esta 
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[mesma curva e pela ordenada de qualquer um dos seus pontos, seja 
igual а 3/4 da abscissa deste ponto. 

2762. Achar a equação da curva que passa pelo ponto (3; 1), 
para a qual o segmento da tangente compreendido entre o ponto 
[de contacto e o eixo OX esteja dividido ao meio pelo ponto de inter- 
[seção com o eixo OY. 

2763. Achar a equação da curva que passa pelo ponto (2;0) 
lsabendo"se que o segmento da tangente desta curva, ا‎ 
entre o ponto de contacto e o eixo OY, tem comprimento constante 
e igual a 2. 

Achar as trajetórias ortogonais das famílias de curvas dadas a 
seguir (a é um parâmetro) e construir estas famílias e suas projeço 
ortogonais: 

2764. з + yt at 

2766. xy — a. 


2765. y* — ax. 
2767. (x — aj + y! = a. 


$4. Equações diferenciais homogéneas de 1* ordem 
Рам оуан 
Р(х, у)4х + QU. y) dy = 0 (1 


è homogénea. se Pix. y) £ Qs») são funções homogêneas de mesmo COMM 
еа ааа ie ` 
rei 


por meio da substituição y = жи. onde u é uma nova função incógnita, se transfo 
Em equações com variáveis separadas. Pode-se também empregar а substit 
ppa 
Exemplo 1. Achar a solução geral da equação 
» 


ек 
Solução. Fazemós а substituição y = wr; neste caso w aw н, ou 
авы E. 


Integrando, obtemos w= —lala É, donde 
у= مادا‎ 

2°. Equações que podem ser reduzidas às homogéneas. Se 
Нр Betti ta 

3 y )ر‎ 
ay + Ba Es 
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onde f é continua e а= 


heo, mpondose na equação (@) == u +a 

Dsi Br omde as constantia A o В alo determinadas poo altema de equações 
аж + й+о mU, ав tdp Hem D, 

obtemos uma equação diferencial homogênea quanto às variáveis u e v. Se 3 = 0. 

ques ra ao (O mr o m. obtemos uma equação com variáveis 

Separadas. 


Integrar as equações diferenciais: 
2768. у = ^ — 1. 2769. у = — 2+2 


2770. (x — y) y dx — xt dy = 0. 

2771. Achar, para a equação (х* + y") dx — 2xy dy = 0 a fami- 
Jia das curvas integrais e escolher as curvas que passam respectiva- 
mente pelos pontos (4; 0) e (1; 1). 

2772. y dx + )2 xy — x) dy = 0. 

2773. x dy — y dx = V + y dx. 

2774. (4а? + 3xy + y?) dx + (4y* + 3xy + 4) dy = 0. 

2775. Achar a solução particular da equação (x?— 35?) dx + 
+2xy dy = 0, com a condição de que y = 1 para х = 2. 

Resolver as equagóes: 

2776. (2x — y + 4) dy + (x — 2y + 5) dx 

зе dy se Lt А 

Eun y = 2778. y = Ett 
2779. Achar a equação da curva que passa pelo ponto (1; 0) e 
que tem a propriedade de que o segmento, que intercepta sua tangen- 
te com o eixo OY, é igual ao raio polar do ponto de contacto, 

2780**. Que forma se deve dar ao espelho de um projetor para 
que os raios de uma fonte de luz pontual reflitam-se formando um 
feixe paralelo? 

2781. Achar a equação da curva cuja subtangente é igual à mé- 
dia aritmética das coordenadas do ponto de contacto. 

2782. Achar a equação da curva para a qual o comprimento do 
segmento interceptado pela normal em qualquer um de seus pontos 
no eixo das coordenadas, é igual à distáncia deste ponto à origem das 
coordenadas. 

2783*. Achar a equação da curva para a qual a área compreendida 
entre o eixo das abscissas, a mesma curva e duas ordenadas, uma das 
quais é constante e a outra variável, é igual a razáo entre o cubo Ча 
ordenada variável e a abscissa correspondente. 

. 2784. Achar a curva para a qual o comprimento do segmento do 
eixo das ordenadas, interceptado por qualquer uma de suas tangen- 
tes, é igual A abscissa do ponto de contacto. 


22—35 
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55. Equações diferenciais lineares de 1* ordem. 
Equação de Bernoulli 


1°. Equações lincares. A equação diferencial da forma 
Y + Раўу = Qi) o 
de 1º grau em relação a y e y’, onde P e Q são continuas se chama linear 
Se а função Q(») = 0, а equação (1) toma a forma 
. y + Py =0 o 
e recebo o nome de equação diferencial linear homogênea, Neste caso, as variáveis sc 
Separam e à solução geral da equação (2) é 
red 
y-€« o 
Para resolver а equação linear não homogênea (1), emprega-se o chamado método 
de variação de constante arbitrária. Este método consiste em, primeiramente, achar 
a solução geral da equação linear homogénea correspondente, isto € a expressão 
(3). Depois, supondo que nesta ão C é а função de я, procuramos a solução 
da equação nào homogênea (1) na forma (3). Para isto, colocamos na equação (1) y 
© y’, deduzidas de (3), e da equação diferencial assim obtida determinarios a fu: 


BL 
у= с) à 

Exemplo 1. Resolver a equação 
Y ясу+ соза. 1 


Solução. А equação homogénea correspondente é 
yx y=0 
Resolvendo-a, teremos: 


=e. 


Considerando C como função de x e derivando, achamos: 
1 dC y sena 


Colocando y e w na equação (4), obtemos: 
iode, mens 
"cou. 
созк de" cos E cosa 


+ eos x, oo © coa, 
En 


dig 
gs (eram Lad eode a, 
=) мааа 
Portanto, a solagio goral da equação (4) tem a torma 
хау 1 
eS ESTAN 
(ано) 


Para resolver a equação linear (1) pode-se empregar também a substituição 
sm um, 0 
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„е v são funções desconhecidas de x. Neste caso, a equação (1) toma а forma 
pe P] v + vu = Qi С] 
марын о 
* е depois, de (6) achamos v e, finalmente, de (5) achamos y- 
O bao УД. Beni. А equação de Т* ordem da forma 
API 
ea 1, chamase de Bernoulli. Esta equação so reduz а linear 
de 5 smc de Dee, кыз não ros ад 
Чабуу, ou о método de variação da constante arbitrária. 
Exemplo 2. Resolver a equação 


ETERA 


гезе que 


1 
uma equação (s = L|. Fasenao 
Solução. Esta é uma cquação de Bernout ( 2 
yu 


E 


to douta = imn ou DE ie e 


Para determinar a função н exigimos que se verifique a relação 
v a 
do 


a 


+ = 
Colocando esta expressão na equação (8), temos: 
via e alui, 


donde achamos н a 
tale 
(enter 
© portanto, obtemos a solução geral ma forma. 
A " 
Liisi +o) 
«(911+ 
Achar as integrais gerais das equações: 
2785. Уш, 2786. Lã 


RR = 

2787º. (1 + y) dx = (VT + pêsen y — яу) dy- 

2788. умх— (2xy + 3) dy = 0. ж 

Achar аз soluções particulares que satisfaçam as condições indi- 

cadas: 

2789. xy +y— e =0; y 
E] 


b quando x — a. 
; y=0 quardo x= 


y =0 quando x=0. 
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Achar as soluções gerais das equações: 


2792, r4 iae 


2793. 22у 5 =y 0ک‎ 
2794, yd + (x— тэу] =0. 


2795. 3x dy = у(1 + asen x — dy? sen x) dx. 

2796. São dadas trés soluções particulares y, у, y, de uma 
equação linear. Demonstrar que a expressão 

а=» 

7% 
conserva um valor constante para qualquer x. Que sentido gcomé- 
trico tem este resultado? - 

2797. Achar as curvas para as quais a área do triângulo formado 
pelo eixo ОХ, a tangente e о raio vetor do ponto de contacto, é 
constante. 

2798. Achar a equacáo da curva para a qual o segmento inter- 
ceptado pela tangente no eixo das abscissas é igual ao quadrado da 
ordenada do ponto de contacto. 

2799. Achar a equação da curva para a qual o segmento intercep- 
tado pela tangente no eixo das ordenadas é igual à subnormal. 

2800. Achar a equação da curva para a qual o segmento inter- 
ceptado pela tangente no cixo das ordenadas é proporcional ao 
quadrado da ordenada no ponto de contacto. 

2801. Achar a equação da curva para a qual o comprimento da 
tangente igual à distância desde o ponto de interseção desta tangente 
com o eixo OX até o ponto M(0, a). 


$6. Equações diferenciais exatas. 
Fator integrante 


1º. Equações diferenciais exatas. So para a equação diferencial 
P(r, y) dx + O(s, y) dy = 0 

DONE d = 
é válida а igualdade —— = 22, а equação (1) pode ser escrita na forma dU(r, 3)=0 


le se chama equação diferencial exata. A integral geral da equação (1) é U(x, y) = C- 
[A função U( y) é determinada pelo método indicado ло cap. VI, $ 6, бш pola 


v= { Ps, y)de + бон, say 


er o cap. VIL 5 9). 2 


+в. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS EXATAS. FATOR INTEGRANTE E 


Exemplo 1. Achas a integral da equação diferencial 
(заа + 629) de + )6 بز‎ + 459) dy = 0. 


E Qt + Gry) 
Solução. Ема é uma equação diferencial exata, já que YES) 


2 
бз» + 409 _ 12 xy e, portanto, a equação tem a forma dU = 0. 
E n 
JU. sa беу а PU Ley луз: 
a E 


v eo + مھ ورد‎ 90) = thereto. 


eu 
em a» os PU _ базу + уу) = Gaty + 4? (pela 
Derivando U em relação a y, achamos 77 E 


e - Definitivamente, obtemos U(x, y) — 
c pita aia ben ge = É a integral gua pros 


= а, э) (fator integrante) tal, que 
"а (Ps + Qay) = dU. e 


al obtemos que a função y satisfaz a equação 
Lun = Zug. 

O fator integrante y 6 facilmente encontrado em dois casos: 
Sum (== x) = Fls), então p= ща): 


Qiéy dr 
A (2 20) rg), então u= 40) 
Exemplo 2. Resolver а equação [24 + му + 20) ак + tnm . 


1 (aP_ do 

Solução. Temos P= у + ty m. gestes е (E 

2 аыр) AD oy 
E 


PERE j o portanto, p= ца). Como = 
att * 


Р de 
D QE, então 
CTS 


ds e p= x, me. 


Multipicando a equação por p = e, obtem 
“(фә ++» +] + + mao 


Que é uma equação diferencial exata, Integrando-a, teremos a integral geral 
see + z) =c 
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Achar as integrais gerais das equações: 

2802. (x + y) dx + (x + 2y) dy = 0. 

2803. (4º + y? + 2a) dx + 2xy dy = 0. 

2804. (х* — 3xy* + 2) dy — (3aty — 3%) dy = 0. 

2805. xdx = ydy = YY, 2806, 2r de. 
xL. M + pt 

2807. Achar a integral particular da equação 


pim Dis + (1-4) 49 = 


Rue satisfaça a condição inicial y(0) = 2. 


Resolver as seguintes equações que admitem o fator integrante 
bas io козлы, 


2808. (x + у?) dx — 2xy dy 
2809. у(1 + xy) dx — x dy 


2810. 2 dx + (y? — In x) dy = 0. 
2811. («сов y — y sen y) dy + (x sen y + y cos y) dx = 0 


0. 


§ 7. Equações diferenciais de 1* ordem, 
[nào resolvidas em relação à derivada 
1º. Equações diferenciais se 1º ordem, de grau superior. Se а equação 
MN = (1 


por exemplo, de segundo grau em relação а y’, resolvendo-a (1) em relação а y” 
Ltemos duas equações: 


и. э). a 


a) de um determinado campo do plano pas- 
integral geral da equação (1) tem, nesto caso, 


são, em geral, dote farvas integra 
шө. 3.0) = Dita, y. © 4 у. С) = 0, 
ade Ф, e Ф, são as integrais gerais das equações (2). 
“Além disso, pode existir para a equação (1) uma integral singular. Gecmetrica- 
mente, a integral singular representa a envolvente da família de curvas (X ¢ pode 
[ser obtida eliminando-se C do sistema de equações 


O. ¥, ©) = 0. Dal, y. C) =0 % 
le ctiminandose p = y do sistema de equações. 
Fls.y.p)=0, Ех, у, p) =0, e 


Convém assinalar que as curvas determinadas pelas equações (4) ou (5) não são 
mpre soluções da equação (1); por isso, em cada caso concreto é necessário tirar a 
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ja ORDEM NÃO RESOLVIDAS = 343 


Exemplo 1, Achar as integrais geral e singular da equação 
t eie - yt. 
Solução. Resolvendo em relação а y/, temos duas equações homogëneas 


* r-u AS 
determinadas no campo 
K ED 


cujas integrais gerais são 
(oe qs 


(qu 
(2x + y С) — 2/8 xy Qa y — С) + VFT ay 


 Multiplicando-as entre si, obtemos a integral geral da equação dada 
ГЕТЕ drea = O 


ou 
Û = or = 405 
(amilia de parábolas) 
"Derivando a integral geral em relação а C e eliminando C, achamos a integral 
singular 
y+.-0 
(A prova mostra que y + ¥ = 0 é a solução da equação dada). 
- A integral singular também pode ser achada derivando-se =p? + 2xP — y = 0 
ча relação ар é eliminando у 
2°. Resolução da equação diferencial pelo método de introdução de um parâ- 
metro. Se а equação diferencial do 13 ordem tem a forma 
0-7) 
as variáveis y е x podem ser determinadas pelo sistema de equações 
араа 
в гу np a” 
onde p= 3º desempenha o papel dé parámetro. 
Analogamente, se у = (+, y), as variáveis 
де equações 


seb. P. 


e y slo determinadas pelo sistema. 


Solução. Farendo a substituição y’ = p, voltamos a escrever a equação na forma. 


E 
у-н. 
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Derivando em relação a я e considerando f como função de x, temos 


2 
dom cercle c aos ракс см. 


cando-a na equação primitiva, teremos a solução geral: 
= (e + Ot a(s E 
PARO + 


9= ъс 


Deivando esta solução geral em relação a С e eliminando C, obtemos a sdujto sin- 
mé у = >. (A prova demonstra que y= 27 € a otto da equação duis) 

Se Agualarmos a sero o fepe 29 — 4, o qual sè fe a simplificação, obtemos 
p= É o, colocando esto valor de ma equação dada, obtemos = y A, isto e, a 
Pod pp 


“Achar as integrais geral e singular das equações (nos nºs. 2812 — 

— 2813 construir o campo das curvas integrais): 
2812. y Zy 12 0. 2813. 4yº — 9x = 

2815. уу? 


2814. yy"— (xy + Dy +x 

2816. Achar as curvas integrais da equação y” + y? 
passam pelo ponto «(o J 

Resolver as seguintes equações, introduzindo 6 parámetro y^ 

2817. sen у + In y. 2818. ye. 

2819. y=y"+2Iny. 2820. 4y = х + y". 

зл. EX. 


$8. Equacóes de Lagrange e de Clairaut 
1°. Equação de Lagrange. A equação da forma 
у= 90) + V). w 


londe $ = y’, recebe o nome de equação de Lagrange. Através da derivação e tendo 
lem conta que dy = р dx, a equação (1) se reduz à linear em relação a ж e ds: 


p dx = el) dx + {жу (0) + Y (Pl dp. e 
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P (8); das equações (1) ө (2) so obtém a aolução geral em forma paramétricas 
CEROS 


о erecto secas tots conectas. хип ль. 
Жад knas ариу, que se procura de forma Comm. 


2º, Equação de Clairaut. Se ma equação (1) ф(#) =P, obtim-se a equação de 


P y= ap + dp. 


desta tem a forma de у = Ca + С) (familia de retas). 
NEUEN dor bid Гы du el 
dem do do parler p do Sistema de equações 
[m 
y= px +40, 


Exemplo. Resolver a equação З 
у= ج رد‎ 1 o 
1 


derivando e substituindo dy 


a y o imo aos 
EM 
مت ج مود مدو‎ Ж 


Resolvendo esta equação linear, teremos: 
1 

s=- (ае + ©) 
Pp 

Portanto, a equação geral será 
1 

r-L(mp+O, 
” 


1 
=p d. 
Y ? 


Para achar a integral singular, segundo a regra geral, formamos o sistema. 


1 1 
el, о---1. 
وو‎ + > 


1 M 
I i 
+, portant, 
y= aam. н 
Colocando y ma equação (3), nos convencemos de que а fanção obtida não é а 
жошо de que, sorteo. а ejuação (9) ndo tem integral sagular. 
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Derivando em relação a 4 e considerando p como função de +, temos 


fa, 
FP 


=» و‎ 
Pag RANGE 


ou S ap- 2) = p — à) ou SÊ = 1, Integrando, obtemos p= x+ C. Coto. 
cando-a na equação primitiva, teremos а solução geral: 


E‏ ماو سر + ما = و 


E 
و‎ + ee + 
2 
Derivando esta solução geral em relação a С e eliminando C, obtemos a solução sin- 
ES 
eslar: y E. (A prova demonstra que у = É é а дө da equação dada) 
Se igualarmos a zero o fator 2р — я, no qual se fes a simplificação, obtemos 
p= É e, etocando este valor de p mu equação dada, obtemos = y 2, isto e, a 
4 
mesma solução singular, 


Achar as integrais geral e singular das equações (nos nºs. 2812 — 
— 2813 construir o campo das curvas integrais): 


2812. y*— E: y+I=0. 2813. 4y” — 9x = 0. 
2814. зу? (xy + 1) + x — 0. 2818. yy? —2xy + y = 0. 
2816. Achar as curvas integrais da equação y" + y!— 1, que 
1 
passam pelo ponto М (0; SE 


Resolver as seguintes equações, introduzindo ő parâmetro y” 
2817. х = sen y + In y. 2818. у= 9". 
2819. y — y" + 21n y 2820. 4y = а + y^. 


$8. Equacóes de Lagrange e de Clairaut 
1°. Equação de Lagrange. A equação da forma 
>= selo) + V). o 


onde p = y”, recebe o nome de equação de Lagrange, Através da derivação e tendo 
em conta que dy = Р dx, a equação (1) se reduz à linear em relação a же dz: 


ds = gl) dr + imple) + VUL dp. a 
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р + з), das equações (1) е (2) so obtén a solução geral em forma paramétricas 
х= ONP е0, = (GIU) + (еле + ш), 


um рагылейто e flp) е g(?) São determinadas funções conhecidas. Além disso, 
Am uae Шары, dio se poeira de forma comua 
2* Equação de Clajraut. Se na equação (1) (2) =p, obtém-se a equação de 


vm ap + ИР. 
К оо ко dorm celda coat somado М 
do parâmetro р do sistema de equações 
z=- yi) 
{ yx ML 
Exemplo. Resolver a equação ^ 
س‎ o 


элде. Fazemos у: = p. өн у = 2p + Ê; derivando 2 
ени 


de 
dx = 2p dx + 2x dp — Ê 
А 3 sus 


Portanto, a equação geral será 
1 

= (0+0), 
s 


1 
95 
A ? 


Para achar a integral singular, segundo a regra geral, formamos o sistema 
1 1 
ato а: 
у= у = 
Dat 
1 Ad 
Y > 
+ portanto, 
у= چ‎ 4 
Colocando y na equação (3), nos convencemos de que a função obtida não é a 
жошо c do que, portada а equação (9) ndo tem integral singular. 
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ini Ashar as soluções das seguintes equações, para as condiçõe 
iniciais indicadas: i 
2876. y =2+1 

» * 


2877. еу 


у = 0 quando x = 1. 


quando x = 1. 
2878. y ctgx +y y —2 quando х= 
2879. e'(y' + 1) b quando x 


2880. y + y= coss; у= 1 quando x 


2881.  —2y = —3*; у= 1 quando x = 0. 
A 4 


2882. у + y =2x; — 1 quando x =0; 
2883. xy = y; a) y = 1 quando x= 1; b) y 
2884. 2xy = y: a) y = 1 quando x= 1; b) y 
2885. 2хуу' + x? — y! = 0; a) y = 0 quando x 

quando x = 0; c) y = б quando x= 1. 

2886. Achar a curva que passa pelo ponto (0; 1) e que a substan- 
gente seja igual à soma das coordenadas do ponto de contacto. 

2887. Achar a curva, sabendo que a soma dos segmentos ini 
ceptados pela tangente nos eixos das coordenadas é constante c 
igual а 2a. 

2888. A soma dos comprimentos da normal e da subnormal é 
igual a unidade. Achar a equação da curva, sabendo que esta passa 
pela origem das coordenadas. 

2889*. Achar a curva para a qual o ângulo formado pela tangente 
com o raio vetor do ponto de contacto, é constante. 

2890. Achar a curva sabendo que à área compreendida entre 
os eixos das coordenadas, esta curva e a ordenada de qualquer 
ponto nela situado é igual ao cubo desta ordenada. 

2891. Achar a curva sabendo que a área do setor limitado pelo 
eixo polar, a própria curva e o raio polar de qualquer um de seus 
pontos é proporcional ao cubo deste raio. 

2892. Achar a curva para a qual o segmento que intercepta a 
tangente no eixo OX é igual ao comprimento da própria tangente 

2893. Achar a curva para a qual o segmento da tangente compre- 
endido entre os eixos das coordenadas se divide ao meio pela pará- 
bola y? = 2x 

2894. Achar a curva para a qual a normal em qualquer um de 
seus pontos é igual à distáncia deste ponto até a origem das coor- 
denadas 

2895*. A área da figura limitada por uma curva, pelos cixos das 
coordenadas e pela ordenada de qualquer um dos pontos da curva 
é igual ao comprimento do arco correspondente da mesma. Achar 
a equação desta curva, sabendo-se que ela passa pelo ponto (0; 1). 


O quando 
O quando 
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. Achar a curva para a qual a área do triângulo que for- 
Ына бешта co ralo vetor do ponis 

to é constante e igual a a. 
E Uf. Achar a curva sabendo que o ponto médio do segmento 
interceptado no eixo OX pela tangente e a normal à mesma, é 


constante (a; 0). 


RE ETE, a psa d im 
SEER 
КА e если ano no EA 
КЕ мш уох areas, 
Е Ет 
ЕО СЕЕН 
ОИ. аьа 
M EP EDU RE. 
fl emu ctu r 
Коо ех 
К с=з : 
afe ›. Dá-se о nome de concentração c de uma substância dada à quantidade 
Шо o o a e ds io 
E с oc 
ыл дос o MM 
Шо o e 
org seeders gts мшш 
cec E EE TRECE 
NU А sentem Ао 


2e 
100 +? 


Esta é, precisamente, а equação diferencial procurada. Separando as variáveis e inte- 
grando, teremos: 


— ds =2 dl, ou — dx= 


In x = — 2In(100 + 4 + In C. 
p 
(100 + A 


A constante C é determinada a partir da condição de que quando ¢ = 0, # = 10, 
эмо $ E 100000. Depois de uma hora no depósito daverà 


лоо ооо 
16 


= 39 kg de sal. 


2898*, Demonstrar que a superfície livre de um líquido pesado 
que gira em torno de um eixo vertical, tem а jorma de um parabo- 
lóide de revolução. 

2899*. Achar a dependência que existe entre a pressão do ar e 
a altura, sabendo-se que esta pressão é igual a 1 kgf por 1 cm? ao 
nível do mar e de 0,92 kgf por 1 cm? a 500 metros de altura. _ 

2900*. Segundo a lei de Hooke, um cordão elástico de compri- 
mento /, sob a ação de uma força de dilatação F, sofre um acréscimo 
do comprimento igual a AIF (k= const). Em quanto aumentará 
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о comprimento deste cordão pela ação de seu próprio peso W, s 
ele está pendurado por um de seus extremos? (O comprimento inicij] 
do cordão é de 1), 

2901. Resolver este mesmo problema com a condição de que no 
extremo livre de cordão haja um peso Р. Ao resolver оз problema, 
2902 e 2903 empregar a lei de Newton, segundo a qual a velocidad. 
com que esfria um corpo é proporcional à diferença de temperaturas 
do corpo e do meio ambiente. 

2902. Achar a dependência entre a temperatura T e o tempo /, 
se um corpo aquecido até To graus é introduzido num meio cuj; 
temperatura é constante e igual a a graus. 

903. Dentro de quanto tempo a temperatura de um corpo aqu: 
cido até 100º baixará até 30º, se a temperatura ambiente é igual 4 
20” e durante os primeiros 20 minutos o esfriou até 60°? 

2904. O cfcito retardador do atrito sobre um disco que gira 
dentro de um líquido é proporcional à velocidade angular de rota. 
Achar a dependência desta velocidade angular em relação ao tempo, 
sabendo-se que o disco, que começou a girar com uma velocidad, 
de 100 r.p.m., depois de um minuto passa a girar com a velocidad 
de 60 rpm. 

2905*. A velocidade de desintegração do rádio é proporcional à 
quantidade do mesmo. Sabe-se que passados 1600 anos resta a metade 
das reservas iniciais de rádio. Achar a porcentagem de rádio que 
estará desintegrado ao passarem-se 100 anos. 

2906*. A velocidade de saida da água por um orifício que se 
encontra verticalmente a uma distância А da superfície livre do 1 
quido é determinada pela fórmula 

о = сүв, 
onde cx0,6 e g € a aceleração da força de gravidade. 

Quanto tempo levará para sair a água que preenche uma caldeira 
semiesférica de 2 m de diâmetro, se sai por um orifício redondo, 
localizado no seu fundo e que tem 0,1 m de raio? 

2907*. A quantidade de luz absorvida ao passar por uma camada 
delgada de água é proporcional à quantidade de tuz que incide 
sobre a mesma e à espessura desta camada. Se ao atravessar uma 
camada de água de 3m de espessura é absorvida a metade da quan- 
tidade inicial de luz, que parte desta quantidade chegará até a 
profundidade de 30 m? 

2908*. A resisténcia do ar durante a descida de um corpo 
[pára-quedas é proporcional ao quadrado da velocidade do movi- 
mento. Achar a velocidade limite de queda. 

2909*. O fundo de um depósito de 300 litros de capacidade, 
[está coberto por uma mistura de sal e de uma substância indis- 
Solúvel. Supondo que a velocidade com que se dissolve o sal é 
[proporcional à diferença entre a concentração num instante dado c 
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до da solução saturada (i kg de sal para 3 litros de 

es) e c que à quantidade de água pura dada dissolve 1/3 kg de sal 

тн, achar que quantidade de sal conterá а solução no fim 

Че uma hora. ў н. Wi 

+. A força. cletromotriz ¢ de um circuito com intensi 

de Somente é, Resistência К € indutância L, é igual à queda de 

tensão Ré, mais a força eletromotriz de auto-indução LL. dem 

11 intensidade da corrente i, no instante 1, se e = E sen ai 
(E cu são constantes) e i = 0, quando = 0. 


$10. Equacóes diferenciais de ordens superiores 


1º. Caso de integração imediata. Se 
09 = fis). 


s fof fracc + 


temos 


2º, Caso de redução a uma ordem inferior. 1) Se a equação diferencial não 
contém 7 de forma explícita, por exemplo, 
Fix у. y") = 0, Ц 
então, fazendo y’ = p. obtemos uma equação de ordem inferior em uma unidade 
Fix, p p) =0. 
Exemplo 1. Achar a solução particular da equação 
"Ry roD 
satisfaga as condi 
E E es 
Solução. Fazendo y” = р, temos y” =P”, donde 
PEE 
Resolvendo esta equação como linear em relação à função p, obtemos 


E 
mah 


— 0, isto & G=0 
Da condição y = p = O, quando ж = 0, temos que 0 = С,— 0, isto é C, 
Portanto 


جم 
ou‏ 
bz‏ 
CORE‏ 


donde, tornando a integrar, obtemos: 
E 

+ ب‎ 
z 4 
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Fazendo y = 0 quando x — 0, achamos C, — 0, Portanto, а solução que procuramos E 


s=— La, 


2) Se a equação diferencia! não contém я de forma explícita, por exemplo 
Fi. у', уул) = 0, 


então, fazendo y' = p e y^p 


Obtemos uma equação de ordem inferior em 
uma unidade 


E 
de 
rro. L)-0 
22) 
Exemplo 2. Achar а solução particular da equação 
эу” — у* = уй 
com a condição de que у = 1, y = 0, quando x = 0. 
Solução. Fazemos y^ = p, neste caso sari e a equação se transforma 
na seguinte: у 
E 


vB ply. 
ay 
Obtemos uma equação do Bernoulli em relação a p(y € considerado argu 
mento). Rescivendom, achamos: е enem даш 
PA 
Da condição y'= р + 0, quando y = 1, temos C, — — 1. Portanto, 
ls eV PA 
Part? 
Integrando, temos: 
Co e qa 
» 
[Fazendo y = 1 е + = 0, obtemos que С, = 0, donde Û соз x, ou y = sec x. 
> 
Resolve: as equações: 
2911. у =. 2912. y = ل‎ 
2913. 1 2914. ху' + y 
2915. уу" = y^ 2916. yy' + у*=0. 
2917. (1 + x*) y" + y q 1=0, 2918. у(1+ y") = ay 
2919. y" + ху = 1. 2920. yy = узу + y”. 
2921. yy" — y'(1 + y) = 0. 2922. y” = — 


> 


2923. (x + 1) y” — (x+ 2) + x +2 = 0. 
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2925. y'- )ج‎ xy". 
ay” +у'=1ї+ хх BA. у" фу" La 
as soluções particulares para as condições iniciais indicadas: 
(14 зуу” —2ху' =0; y=0, y'=3 quando x=0. 
1 + ر‎ 25у": y=1, y'=1 quando x=1. 
yy’ +у* = у?; у= 1, y'=1 quando х=0. 

"Ly у 0, у' = 0 quando х= 
аз integrais gerais das equagóes: 
xy = Г руту" yy 
y + y و + و‎ US. 
y = yy. 2935. yy” + 5" — y” la y = 0. 
“as soluções que satisfaçam as condições indicadas: 
з 
yy کر‎ 1; у= 1, y = 1 quando х= 0; 
E Vi + y"; y = 0 quando x —1; y = 1 quando x=e*. 
2939. y "(+ ln x) + È Y=2+Inx; у= фу! quando 


Й АЁ 
=, y —1 quando x= + 


38. xy = 


t 21 
2940. у” (1+2 de = 1 quando x= 1. 

(2941. у” Y PE уу — 1) —0; y= 2, y 2 quando x = 0. 
2942. 3y'y" — y -- y^ -- 1; у= —2; y'=0 quando x = 0. 


2943. y! + y" —2yy" = 0; у= 1, у' = 1 quando x = 0. 
294 зу Ly Foy =0: »—1 quando 10 e y—0 
ml. 

2945. 2у' + (9760) y" = O: Y 0, y = 2 quando 42. 
EE 553 + уу” — y 203 у— 1, y'—2 quando x= 0. 
2947. 2yy'—3y"=4y*; у= 1, y' = 0 quando х= 0. 
{МС 25у" + y — 9 = 051: yl y — 1 quando x = 0. 
2949. y” — y"—y; у= ,چ‎ Y = р quando х= 


2950. ay! Loy —зуу*—0;у —1, y! =e quando x: 


2951, 14 yy" -- y^—0; y=0, y'= 1 quando x = 0. 
2952 (Ly) y^ EI g E t, ym 1 quando a 0: 
2953. (x + Dy + ху" yj y — —2, y'= 4 quando x — 1. 
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Resolver as equações: 
2954. y дут уи", 
2956. yoa чу" 
2957. уугу" =y" + у'”. Destacar a curva integral que passa 

pelo ponto (0; 0) é que é tangente nele à reta y + x — 0. 

2958. Achar as curvas de тайо de curvatura constante. 

. 2959, Achar a curva para a qual o raio de curvatura é popor- 
cional ao cubo da normal. 

2060. Achar a curva para a qual o raio da curvatura é igual à 
normal. 

2961. Achar a curva para a qual o raio de curvatura é duas vezes 
maior que à normal. 

2962. Achar as curvas para as quais a projeção do raio de curva- 
tura sobre о eixo OY é constante. 

2963. Achar a equação do cabo de uma ponto pênsil, supondo-se 
que a carga é distribuída uniformemente pela projeção deste cabo 
sobre uma reta horizontal. O peso do cabo é desprezado. 

2964*. Achar a posição de equilibrio de um fio flexível, que não 
estira, preso por seus extremos a dois pontos, e que tem uma carga 
constante q (incluindo o próprio peso do fio) por unidade de com- 
primento. 

2965*. Um corpo pesado sem velocidade inicial resvala por um 
plano inclinado. Achar a lei de seu movimento, se o ângulo de incli- 
nacáo é igual a a € о coeficiente de atrito é y. 


Indicação. A força de atrito é uN, onde N é а reação do plano. 


2966.* A resistência do ar durante a queda dos corpos pode ser 
considerada. proporcional ao quadrado da velocidade. Achar a lei 
do movimento, se a velocidade inicial é igual a zero. 

2967*. Uma lancha a motor, de 300 kgf de peso, se move em 
nha reta com uma velocidade inicial de 66 m/s (—). A resistência da 
àgua é proporcional à velocidade e igual a 10 kgf, quando a velo- 
cidade é de 1 m/s (—). Dentro de quanto tempo a velocidade da 
lancha será igual a 8 m/s (—)? 


2955. ym y" у” — y 


$11: Equações diferenciais lineares 


Equações homogênea. As funções yy = pils), Эу = pals) 31 = ФМ?) 
2 fincarmento dependentes “em (a, ), cuando existe constantes Cie 
tais, que sem ser todas iguais a zero, temos 

Con + Caya +. + Сау» quando a < x < bi 
m caso contrário estas (обе хөсне о nome de Jimsarmente independentes 
A solaio geral da equação diferencial Hincar отара 
ж" + Ру) yin +. Pal y = O 
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com coeficientes continuos Pla) (i= 1,2,...) tem a forma 
D ж = Сууу + Caya + + + Cay 


A +. + Pala) mfi o 
€, coslicentes Pit е о segundo membro Дз) fungtes continuas, tem a forma 
у=» +Y 
nde y sola qual da ero Бош кёк correspondente (1) o ¥, unas 
O сыта fundamental de Soluções Ji, Jy... Ja da equação homogena (1) 
é conhecido, а solução gerai da correspondente equação o homogênea (2) pode ser 
ааа" pela тана 
у= сд + См)» ++: Cal) эн. 
onde as funções СДА) (í = 1.2...) são obtidas do sistema de equações: 
©) + Cil) Ya + + Cala) ya = 0, 
Cli) + сид» +. + Cava = 0, 


9 
(método de variação das conslantes arbitrárias). 
Exemplo, Resolver a equação 
a at С] 
Solução. Resolvendo a equação homogénea 
Үн yty 
zx y= nx Cr a 


Portanto, pode-se fazer. 
n=nren=i 


© procurar a solução da equação (4) na forma 
у= Gila) In s + Colo). 

Compondo o sistema (3) e tendo-se em conta que а forma reduzida da equação (4) 

€ y + L = x, obtemos 


Cle) în x + Cila) 1 = 0, 


cita) À + cita <0 = s. 


» E) E 
m) = Drs د وای ہ‎ S mac +в 
€) = EHA o сз Tee 


$, portanto 
у= rams +P. 


onde 4 e Б são constantes arbitrárias. 
эз, 
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2968. Investigar a dependência lincar dos seguintes sistemas de 
funções: 
a) x, xH 


i b) х, — 2. 
d) ratl, х +2; е) nat, ж; 

g) sen x, соз x, 1; h) sent x, costa, 1. 
2969. Compor a equação diferencial linear homogénea, conhe- 
leendo-se seu sistema fundamental de soluções: 


a)Mm=sena, 5: = CO5 x; 

b) y= е, Уз х; 

СЕД کور‎ 

9 у=, эв = É sen a, уу = E cos x. 


2970. Conhecendo o sistema fundamental de soluções de equação 
[diferencial linear homogénea 


уз == 22,‏ رگ صو رک کرو 
lachar sua solução particular y, que satisfaça as condições iniciais‏ 


Year = 0, ука = l, y =2 
2971*. Resolver a equação 
ر‎ + +y=0, 


konhecendo sua solução particular y, = 
2972. Resolver a equação 
Ena 1) y ау + y 0, 
-onhecendo sua solução particular y, = x. 
Resolver as seguintes equações lineares não homogéneas pelo mé- 
todo de variação das constantes arbitrárias: 
2073. x, y" —у'= 3%. 2974*. злу” + xy! — y 
2975. y" + y! v sec x. 


l$ 12. Equações diferenciais lineares de 2* ordem 
[com coeficiente constante 
1º, Equações homogéneas, A equação lincar homogénea de 2º ordem com coef- 
cientes constantes p e g, sem o segundo membro, tem a forma 
yt py + gy =0 w 
Se hy e hz são as raízes da equação característica 
e) m I + ph qm O, e 
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sol em uma trás formas seguint 
a solução geral da equação (1) é escrita das 
x E Cu + Cp, se A, е Ma sio reais e А bh 
003 ye + Cai), е h = 
3) Ces Br + Cusen Ba), o hmat pie M =a pi (090). 
ымен ndo Nomogêneas. A solução geral da equação linear ndo homo- 
E yt py + ay =A) o 
pode ser escrita em forma da soma 
yt, 
a geral da correspondente equação (1) sem o segundo membro, que 
gude de pelas бсш 1) =), e Y é uma solução particular da equação 
dada O одо Y pode ser encontrada pelo método dos coeficientes indeerminados nos 
seguintes casos simples: 
1 1. fia) = e**Pala), onde Pals) é um И A 
Л маа é a rate da equação caracteristica (2), isto 6, glo) 320, se considera 
yo бапа ¢ nm polhndnie de grau п com coeficientes determinados. 
Se M m таш da equação caracteristica” (2) isto 4, g(a) = 0, se considera 
e mde y fi gam de multiplicidade da rale a = 1 оз F = 2). 
2. f(x) = e""L Puis) cos bx + Qux) sen bx). 
Sep (a + ti) 32 0, se considera. 
Y = etit) cos ba + Tala) sen ba 
“ondo Sula) е Туа) sto polinômios de grau N = máx (m т). 
за чо contrário, (а « М) = O, se considera 
Y = мин) cos bx + Tu) sen ba, 

„ёо grau de multiplicidade da raiz a + b (para а equação de 2º ordem r = D. 
ate ET para resolver а equação (0) se emprega o método de variação das 
constando arbirdriat (ver o $ 10) 

Exemplo 1. Achar a solução geral da equação 2у" — y — y = Are, 

Solução. A equação característica 2M — A — 10 tem as mies M = 1 0 
— 1. A solução geral da correspondente equação homogénea (de primeira 

2 
forma) é „= C, C 3. O ndo membro da equação dada f(x) = Are" = 
КОРА" Forats, Peida T D), já que nm Lero 0. Derivando Y duas 
Vies еМ алдо аз derivadas na equação dada, obtemos: 

атаах + AB + 44) — Ax +28 + А) — (dx + В) = deett. 
 Simplificar „® e igualando entre si os coeficientes que adem às primei- 
жородо С ү e оз rca independentes de ambos os membres da igualdade, 
temos 54 — e 24 + 3B = 0, donde 4 = À - 


ДЕШ 


5 
a solução geral da equação dada é 
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Solução, A equação caracteristica At — 24 + I= 0 tem uma raiz cujo peau ц. 
multiplicidade é duplo, À = 1. O segundo membro da equação é (2) 
(caso, a = 1e A solução particular é Y = s3et(A x + B), já que a coincide co, 
fa raiz A = 1. cujo grau de multiplicidade é igual a dois e, portanto. r — 2 
Derivando Y duas vezes, colocando as derivadas na equação ¢ igualando os col; 


entes, obtemos 4 = 7, B= 0. Portanto, а solução geral da equação dada se 
escreve da forma 


rd 


Exemplo 3. Achar a solução geral da equação y" + y = y sen x. 
Scie À equação cesta M PI RR P СЕ edm i 
А gesto gerat da Correspondente equação homogênea será [ver 3). onde a = 0 


= C es ж + Cy sen ж. 
[O segundo membro tem a forma. 
Дв) = Рэ) cos bx + Qu (9) sen bx]. 
[mde a =0, b= 1, Pals) = O, Onís) = x. A elo corresponde a solução particular 
Y = x[(A# + B) cos s + (Cx + D) sen x] 

[nene caso N = 1450. B m le r m D, 

ivando duas vezes e colocando as derivadas na equação, igualamos entre ci 
os coeficientes dos membros da igualdade que correspondem a cos т. т cos x son + 


[e x sen x. Como resultado, obtemos quatro equações 24 + 2D = 0, 4С = 0, — 25 i 
+20 = 0, — 44 — 1, das quais se determinam 4 = — 1/4, B = 0, C D 


Por isso У = و م کک‎ den r 
A solução geral será 


E E 
y= C cos x Cusen x — P cos + sen s. 
4 4 


3º. Principio de superposição de soluções. Se o segundo membro da equação 
3) é шша soma de várias funções ix E 


ML) + Аба) + + fala) 
н) são as soluções correspondentes das equações , 
УФУ Ry m fi) 2) 
y= Yit Yit + Ys 
é a solução gerat da equação (3). 
Achar à solução geral das equações 
2976, y' — 5y + бу = 0. 2977. у" — 9y — 0. 
2978. y' — y = 0. 2979. y + y = 0. 
2980. y" — 2у + 2y 2981. у" + 4y + 13y 40. 
2982. y" + 2y + y = 0. 2983. у" — 4y' + 2y 
2984. y' —hy=0 (k #0). 2985. y = y" + y. 
2986. > 


le re (1, 


домова DIFERENCIAIS DH a ORDEN com cosricuiers comer 39 


as soluções particulares que satisfaçam as condições in- 


у= 5, у = 8 quando x — 0. 
y= 1, У = —1 quando x = 0. 
iy =2 quando x = 0. 

o. 


7. y” —5y + ره‎ = 
LY + ر3‎ +2у = 
ьу”+4у=0; у= 
2990. y" +2у y — 1, у — 0 quando 
(2991. у = 2; y=a, у =0, quando x 0. 
©2992. у'+3у' = 0; y = 0 quando x = 0 e y=0 quando x— 3. 
2993. yy — 0; y = 0 quando x = 0 e y = 0 quando x= 1. 
2994. Indicar a forma das solugóes particulares das seguintes 
uações não homogéneas: 

a) y! —4y = хет; b) y” + 9y = cos 2x; 

Cy — 4у + 4y = sen2x + e; 
d) y" + 2y + 2y = č sen x; 
е) y' — 5у' + бу = (x! + 1) e* + хе”; 

d) Y" — 2y + 5у = xë cos 2x — ste sen 2x. 
| Achar as soluções gerais das equações: 


зоо. y” +y —2y=8sen2x. 3002. y” + y — бу 
_ 3003. y' — 2y' + y = sen x + sen x. 

3004. y” + y = sen" x. 3005. y"—2y'--5y— e" cos 2x. 
3006. Achar a solução da equação y” + 4y = sen x, que satisfaz 
condições y = 1, y = 1 quando x = 0. 

Resolver as equações: 


3007. GE + ots = A sen pe. Examinar os casos: 1) P6; 


ок. 3009, y! — 2y = x — 1. 
22. 3011. y' —2y = е" +5. 
E — 8 соз 2x. 
8013. y" + у = 5x + 2e, 3014. y" — y —2x—1— 30. 


3015. y" +2y + y— е. 
3016. y" — 2у + 10y = sen 3х + е. 


3017. y" — 4у + 4у = 209 +. 
3018. y” — зу = x + cosa. 
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3019. Achar a solução da equação y” — 2у 
satisfaz as condições y= 1 


Ps! — 1, que 
Y = 1 quando x = 0. 


Resolver as equaçõ 
3020. y” — y = 2x sen x. 


3021. y" — 4y = e? sen 2x. 


3022. y" + 4y = 2sen2x — 3cos2x + 1. 

3023. y" = 4e sen x. 

3024. у” 3025. y" + 9y = 2x sen x+ xe 
3026. у" —2y — 3y = «(1 + e"). 

3027. у” — 2у = 3-24. 3028. y' — 4у + 4y = хе". 


3029. у” + 2у — 3y = 28e% + (x + 1) е". 
3030*. у” + y = 22 cos x cos 2x. 
3031. y” — 2y =2xé(cos x — sen a). 


Empregando o método de variação das constantes arbitrárias, 
resolver as equações: jn E 


3033. y" + y = ctg x. 
. 308. y'2y y 


3039. Dois pesos iguais pendem no extremo de uma mola. Achar 
à equação do movimento que efetuará um destes pesos, se o outro 
se Я 


Solução. Suponhamos que о aumento de comprimento que experimenta a m 
sob a ação do um dos pesos, em estado de repouso, 6 igual à а e que а massa del 
m. Designamos por x а coordenada deste peso, tomada em direção vertical а pa 
da posição de equilibrio quando há apenas um peso. Neste caso, 


„= Alx + a), 
Em D 


£ x. А solução geral é 


As condições iniciais nos dão хае “0 
а 


3040*. А força que dilata uma mola é proporcional ao aumento 
do comprimento da mesma e igual a 1 kgf, para um aumento de 
comprimento de 1 cm. Na mola está suspensa uma carga, cujo peso 
é de 2 kgf. Achar o período do movimento oscilatório que receberá 
esta carga se а estirarmos um pouco para baixo еа seguir solta-lá. 
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` 3041*. Uma carga de peso Р = 4 kgf está suspensa numa mola 
e se dilata em 1 cm. Achar a lei do movimento desta carga, se 
emo superior da mola efetua oscilações harmônicas verticais 
2 sen 30f cm е no momento inicial a carga estava em repouso 

is Чо meio é desprezada). 
"Um ponto material de massa m é atraído por dois centros. 
de cada um é proporcional à distância (о coefi- 
Achar a lei do movimento 


3043. Uma cadeia de 6 m de com] 
desde um suporte para baixo, Se o movimento se inicia no momento 
está suspenso 1 m de cadeia, quanto tempo levará para 
ésta deslizar por completo? 
3044*. Um tubo comprido e estreito gira com uma velocidade 
constante «+ em torno de um eixo vertical, perpendicular a 
tle. Uma bola que se encontra dentro do tubo desliza por ele sem 
atrito. Achar as leis do movimento da bola em relação ao tubo, 
considerando que: 
a) no momento inicial a bola se encontrava a uma distância a 
do eixo de rotação e sua velocidade neste momento era igual a zero; 
Ъ) no momento inicial a bola se encontrava no eixo de rotação 
e tinha uma velocidade inicial vo- 


813. Equações diferenciais lineares de ordem superior 
a 2º com coeficientes constantes 
1º, Equação homogênea. O sistema fundamental de soluções Ji. 
| equajio linear homogénea com coeficientes constantes 2 
3 + a^) a H arm O (0 
4 composto à base do caráter que têm as raizes da equação caracteristica 
Jm + айз 4 + apy + as O о 
sto é: 1) se À £ uma rais real da equação (2) de grau de multiplicidade m, a esta cor- 
respondas m куйе nen meste independente da equação (1): 
A gm mit; 


2) эе а E By um par de rates complexas da equação (2) de grau de multiplici- 
a retrato dependen da equação ( 


з= P sos Bs, у= P sen ir, yy = at cos Br, у= эё" к 
x sen Ba, cpi = f li cos B, Ува = эз i sen фис 
| 2. Equação não homogénea, A solução particular da equação não homogénea 
INE +. + азуу + вау = fir o 

€ procurada baseando-se nas regras do 5 12, 2° e 3% 


dessin da 
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Achar as soluções gerais das equações 
3045. y" — 3y"-I2y = 0. 3046. y" — у 
3047. y" + у= 

3049. y" — 3y" зуу 
3051. y!Y + Ву” + 16y 
3053. y" — 2y" + y 
3055. y" — бу” + y 


3054, уу — абу = 0 (a 0). 
3056. ر‎ + ay” =0 (a 0) 
3057. y" + 2y" + y" 3058. yY + 25" + y = 0. 
3059, yim + yen MED ym p py بو‎ = 
3060. y" — 2y" +y” = е. 3061. уу — 2y” фу" 
3062. y" — у= а —1. 3063. y + y" = cos 4x. 
3064. y + 24 1 4 dae. 
3065. y" + y" +y Бу xe 
3066. y" + Y = tg esco x. 
3067. Achar a solução particular da equação 

X" Ay" +2у +у=х, 
que satisfaz as condições iniciais y(0) = у'(0) = у''(0) = 0. 


$14. Equacóes de Euler 
A equação linear da forma 
(es + зу) + Адал + jaya +... + Акак + Y + Any = a), (0 


|onde a, b, Ay <. А», An SÃO constantes, chama-se equação de Euler 
po ax + В > 0, introduzimos wma nova variável independente 1 


a + bm ets 


e a equação de Euler se transforma em uma equação linear com coeficientes constan- 
tes. Quando ar + à < 0, fazemos ax + Во — et. 

Exemplo 1. Resolver Fay ym Ш 
Solução. Fazendo + 
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у= Cy cos t+ Cy sen t+ 1 


y= €, cos (ln з) + C, sen (In à) + 1 
ara a equação homogénea de Euler 
4 amy ر ج‎ do او‎ + Азу = 
ando x > 0 pode-se procurar uma solução па forma 


e 


y= (3) 
„ y; J), determinadas pela relação (3), obtemos а equação 
E de dodi pacas achar о expoente А. 


ah da equação caracteristica, de grau m de multiplicidade, a 
cache soluções Mnenemente independentes 
m, y —atina, y, AM Y = rn x). 


um par des raizes complexas de grau m de multipliddade, а clay cor- 
Joan dm тордоо Anearmento independentes 


ж eon in a), 
Ya = =" ìn x cos(B ln з), 


э. 2f en la э), 
Ya = i in s senê ln a). 


Ima = £n 7 cond In a), 
Exemplo 2. Resolver a equação y” — Злу + 4y 
Solução. Fazemos 


y" ма ees. 


Resolver as equagoes: 
3068, a SZ + ar Z + y 0. 
3070. а?у" + ху + 4y = 0. 
3071. ay” — 3xty" + бху — 6y = 0. 5 
3072. (3x4 2) y^ + 7 3073. у” = 2. 
3074. у'+ X 3075. а2у" — 4ку + бу = х. 
3076. (1 + a)y” — 3(1 + а)у + Ay + (1 а 
3077. Achar a solução particular da equação 

aty — ку' + y= 2s, 
que satisfaça as condições iniciais: y = 0, y'— 1 quando x = 1. 


3069. at" — ху — 3y = 0. 
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$15. Sistemas de equações diferenciais 


Método de eliminação, Para achar, por exemplo, a solução de um sistema nor- 
mal de duas equações diferenciais de 1° ordem, isto é, de um sistema da Irma 


de © 
ABA dicke». 


Ir 
resolvido em relação às derivadas das funções y e z procuradas, derivamos uma delas 
em relação a y. Temos, por exemplo: 


Y UD " 

uum Gens ы“ a 

terminando s da princi equação de altea (1) E x expreso obliga 
z=9 fz. -X 

ol» > 2) o 


A E a ma, 
eum O gen ão ico 


Y-di Cy CQ. [ШШ 

onde C, e C, são constantes arbitrárias, Colocando a função (4) na fórmula (3), deter- 

minamos a 2 sem necessidade de novas integrações, O conjunto das fórmulas 

(3) e (4). onde y na fórmula (3) fol substituido por y, dá a solução geral do sistema (1) 
Exemple. Resolver o sistema 


2 ray +e ds 


de 3 
а 
+y ^ 


= 
сес ж а айас 
PEU NM 
PC NON 
as t EE de 
Da primeira ego determinase z — (14402 зу) é ontan, ds 
7 
prm AS E 
begenda equação teremos: 2ے کے‎ dy colocando or 
T de 2 * 4 ci 4 ds 


[valores de + o de E ma equação obtida depois de derivar, chegamos à equação 
ре 2* ordem com uma incógnita y: 


dy | dy 

E gaon 4з. 
ata ы 
IResclvendo-s, achamos 
эт се + Contar, 
le então 4 

1 dy E 1 
EEE E AA 

O ОЕК 


[Pode-se proceder de forma análoga no caso de sistemas de maior número de equações 
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ems Z=y+5, 
3079. K 

| Ж a gts 
a 


=у+а 


3082 Y =x+x, 


a 
E =r+ 
ay 
Керу: Z + 2y + a = sen x, 
à T 3084. | © 
EE E dy — 2s = cos w 


+3y+4=2x% 


O quando x 


quando 1 = 0. 


y Ti 4-7 


destacar a curva integral que passa pelo ponto (1; 1 
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و2‎ Sy 
de P 
397, 3090. ] 7. 
tosa a Y iu. 


3091». Um projétil sai do canhão com velocidade inicial y, 
formando um ángulo а com o horizonte. Achar а equação do mov” 
mento deste projétil considerando a resistência do ar proporcional 
à velocidade, 

3092". Um ponto material M é atraido por um centro O com uma 
força proporcional à distância que оз separa, O movimento começa 
mo ponto 4, a uma distância a do centro, com velocidade incial у. 
perpendicular ao segmento OA. Achar a trajetória do ponto M 


516. Integração de equações diferenciais através 
de séries de potências 


Se não é possível integrar uma equação diferencial através de funções elementa- 
Tes, pode-se procurar a solução, em certos casos, na forma de séries de potencias. 


¿Done n o 
Ox, сенсаац indeterminados Cafn = 0, 12...) sho encontrados colocando-se a 
stie (1) па equação o igualando os coeficientes que соганы i colocando-se а 
de binomio 2 =, em ambos ov membres da АНЫ дана À potências de 
Pode-se талый procurat sclopio de equação 


Y" = fis, y), onde у(х) = Yo. (2) 
em forma de série de Taylor 
O e a Р 
س ار‎ ET а ај [ 


onde (x) = ye, y'r) = f(xy, Yo) е as derivadas у) (n = 2, 3, ..) são achadas 
sucesivamente através de derivação da equação (2) c pela substitiição de = pelo 
número a. 


Exemplo 1. Achar а solução da equação 


Yt зу 
Y = yê quando х = 0, 
> Faremos 


PS rota +, 
[donde, derivando, obtemos: 
| = 2 183-265 +. нба — 1) ei + (и + 1) nega + 
(+) (a + Dena” + 
[Colocando y e y” na equação dada, chegamos à identidade 
[2 1 + 3:268 + + җи — 0 ens" de (n + 1) ea + 
A2) (n + Depa led ся ена. 
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dee ener 
indo no primeiro membro da igualdade obtida os termos que t Em 
ando a zero оз coeficientes. que correspondem a estes potencias, 
4:3 


RED 


а-а 0: cy m S es, ек. 
binas SFA 


NT oca ROR 
+) + 
ES 
qe ee 
SATA 


dea o Ъз de D'Alembert é fácil certificar-se que a série (4) é conver- 


РРР 
mana: 2. Achar a solução da equação 


== + oy 


Solução, Fazemos 


emos y = 1, у = O + 1 = 1 Derivando оз dois membres da 
A mr: orm i ATA 
Portanto 


2 2 
custos na go 

yla Rte re N 
No exemplo examinado pode-se escrever а solução cucontrada na forma definitiva 

p= ksa ae RR 

equações diferenciais de ordens 
Devese proceder da mesma forma no caso de equações dilerenciais, de ordena 
релге. A 'nveotigaslo da convergência das séries obtidas, em geral 
Шш С considerada DHEA ла resolução dos problemas deste рагатай 
Achar, através de sérios de potências, as soluções das seguintes 
ções com as condições iniciais indicadas. o 

CUR do 3097, 3098 3099 c 3101 investigar a convergência das 
soluções obtidas. 


0 quando x — 0. 


JEAN 
Ee m 0 quando x — 


3097. (1 — a)y =1+2—9; у 
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3098*. Xy" + y — 0; y=0, у = 1 quando х = 0. 
3099. y" + xy y= 1, y = 0 quando x = 0. 
3100*. ty +9+0; y=1 y =0 quando x 


3101*. Yt aly+y=0; y=1, y =0 quando x = 0. 


ES 
3102. ST + xcost 


ds 
=a, E—=0 qua 
x = a, SE — quando t 


$ 17. Problemas do método de Fourier 


Para achar a solução de uma equação diferencial linear homogênea em derivadas 
parciais pelo método de Fourier é preciso, inicialmente, procurar as soluções parti 

Colares desta equação de tipo cada uma das quais representa em sio pro 

duto de funções que dependem de um só segmento. No caso mais simples tem-se um 
conjunto infinito destas soluções un (а = 1, 2, ..), linearmente independentes para 
qualquer número finito entre si e que satisfaçam as condições de limits dadas. À so- 
lação w procurada é representada em forma da série destas soluções particulares 


D 6. o 


Flam poe datarminar ов ccolcióntes Сы, que ako анаа a partie das condições 
e (ão ama corta, 
чикке és ا‎ а мр 
Pas Pn 
ma, a 
a am 


onde өз — Tb (T, é a tensão e p a densidade linear da corda). Achar а forma 


que terá esta corda no instante f, se seus extremos x.= O e # = 1 estão fixos e no 
instante inicial # = O a corda tinha a forma da parábola и = SE а — 2) (б 10) 
e seus pontos tinham uma velocidade igual a zero. 

vi 


E 
2 


FIG. 107 


Solução. De acordo com as condições do problema, deve-se achar uma solução 
u 09,0 da equação (2) que satisfaça às condições do limite: 
40, 4 =0, ul, 0 =0 


4 17. PROBLEMAS DO MÉTODO DE FOURIER 369 


E eius 3 
MUERE 
dz, 0) ( — з), 3 
ا‎ da equação (2) de tir ial 
кеша E س‎ 
Mc a 
3 x 


e o 
TQ) XQ) 
Como as variáveis x e t são lentes, a identidade (3) só será possível no 
caso ет que o valor total da relação (5) seja constante, Pesignando esta constante 
SEP meio de — X, achamos duas equações diferenciais ordinárias: 
TAO) + (aN? T = O е X”) + Xl) = 0. 
Resolvendo estas equações obtemos. 
Tl) = A cos aM + B sen aM, 
X(s) = C cos dy + D sen dx, 
onde A, B.C, D são constantes arbitrárias. Das condições (3) temos: X(0) = O e 
Seo à. portanto € = 0 e sen A = 0 (JA que D não рой ser igual a soro ao mes- 
mo tempo que C). Por isso, Эв = + „onda h é um número inteiro. E fácil con- 


“vencer-se que não se perde a generalidade se tomarmos para № unicamente os valores 
positivos (À = 1,2, 3). Para cada valor de Ae. corresponde uma solução particular 


E T eigen 
df tele es кире 


que satisfaz às condições do limite (3). Compomos а série 


mE 


cuja soma, evidentemente, satisfaz a equação (2) е as condições do limite (9. 
n оа coher as constantes к е By de modo que а soma da adrie satisfaça 
as condições iniciais (4). Como 


E жат n: кх 
du ys dam (ay ien FTE 4 By cos e 
ut 1 1 
então, fazendo £ — O, obtemos: 


= Ans û A 
Д Tm i 


der в, sen E шо. 
а 4 


Fortasto, para determinar os coeficientes dy © By é preciso desenvolver por senos 
em série de Fourier a função u(s,0) = SE эй — м) е a função MES шо. 
De acordo com as fórmulas já conhecidas (cap. VIII, 54, 3º, temos: 


E 
Hor 
led dus 


24—35 


зто CAPITULO х. EQUAÇÕES DIFERENCIAS 
led inpar; e Ap m 0, 69 é pars 
(o vende as = 0, B= 0. 


ham 2 
€ 


5 
|^ solução precurada será. 


PIENE 
s КЕТҮ 
E ar 1 


3103*. No instante inicial 2 = 0 uma corda presa em seus extre- 
0 e х= 1, tinha a forma da sinusóide w= Азеп”*, 


[mos x 


sendo as velocidades de seus pontos iguais a zero. Achar a forma 
desta corda no instante 

3104*. No instante inicial £ = 0 foi imprimida aos pontos de uma 
corda retilinea 0 < х << uma velocidade de Žt = 1. Achar a forma 
que terá esta corda no instante £, se seus extremos x = 0 e x — | 
estão fixos (ver o problema 3103). 

3105*. Uma corda, cujo comprimento é ]— 100 cm, presa por 
seus extremos x = 0 e x= 1, está, no instante inicial, estirada no 
ponto x = 50 cm a uma distância A = 2 cm e depois é solta sem 
Igolpeá-la. Determinar a forma desta corda num instante / qualquer 

3106*. Ao vibrar no sentido longitudinal uma vareta reta, del 
gada е homogénea, cujo eixo coincide com o eixo OX, o deslocamento 
ч — u(x), t) de sua seção transversal, de abscissa ж, no instante /, 
satisfaz а équação 


Pu tn 
E 

an ae 

E (E é o módulo de elasticidade e р, a densidade da va 


reta). Determinar as vibrações longitudinais da vareta elástica 
horizontal, cujo comprimento é I = 100 cm, que estando presa рог 
lum dos seus extremos, x — O é estirando-se por outro lado x — 100 
[по comprimento] АТ = 1 cm, a seguir é solta, sem cer golpeada. 

3107*. Para a vareta reta homogénea, cujo eixo coincide com o 
eixo OX a temperatura м — u(x, t) de sua seção de abscissa х, no 
instante /, quando não existem fontes de calor, satisfaz a equação 
ida condutibilidade térmica 


onde a* 


o _ ё 
de cade, 

ar D 

onde a é uma constante. Determinar a distribuição da temperatura 
[numa vareta de / — 100 cm de comprimento, para qualquer instante 
lt, se é conhecida a distribução inicial da temperatura 


u(x, 0) = 0,01 x(100 — x). 


Capítulo X 
CÁLCULOS APROXIMADOS 


$ 1. Operações com números aproximados 


1º. Erro absoluto, O erro absoluto de um número aproximado 
чип número exato 4, denomina-se o valor absoluto da diferença ent 
ro A, que satisfaz а desigualdade 


que substitue 
eles. O nôme- 


al <A a‏ 4ا 
recebe o nome de limite do erro absoluto. O número exato A se encontra entre os li-‏ 
mites a A < A aA.‏ 

2º, Erro relativo, Entende-se por erro relativo de um número aproximado a, 
que substitue um número exato 4(4 > 0), à razão do erro absoluto а e o número 
exato 4. O número 8, que satisíaz а desigualdade 


нар 9 


о... оноо вс teo проно Cons a Ат» 
E Sioa tona cosi tegulis o lee 5 = À 


3°. Número de cifras decimais exatas. Diz-se que um número aproximado e po- 
sitivo à, escrito em forma decimal, tem n cifras decimais exatas em sentido estrito, 


e o valor absoluto do erro deste número não excede em 2. da undiade decimal de 


rder enésima, Neste caso, quando п > 1, pode-se tomar como ане do erro relativo 
ipi 
ale 
onde A é a primeira cilia de valor do número а. Ao contrário, se sabemos que 
< meu) ' o número a terá n cifras decimais exatas em sentido estrito. 
zu лә 


Em particular, o número a terá com certera n cifras exatas em sentido estrito, se 


he o Ж 

2110 

Se o erro absoluto de um número aproximado a não excede a uma unidade de 
última ordem decimal (como ocorre, por ex, com os números que surgem nas medi- 
дез com precisão do até a unidade respectiva), diz-se que todas as cifras decimais 
deste número aproximado são exatas em sentido amplo. Quando o número aproximado 
tem mais cifras de valor, este, se é o resultado final de cálculos, se arredonda geral- 
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[nente de tal formia. que todas as citas restantes são exatas no sentido estrito ou 

Futuramente iremos supor que ao, escrovermos os dados s, todas as cifras 
leerlo exatas (sempre que não se diga o contrário) em sentido estrito. Quanto ans ro. 
[sultados dos cálculos intermediários, estes poderão ter uma ou duas cifras de reserva 

Observamos que os exemplos deste parágrafo, como regra, sio os resultados 
|nais de cálculos е, portanto, as respostas são dadas em números aproximados quc 
[só contém cifras decimais exatas. Nas introduções posteriores fazão se somente aber 
|vações breves, 

4º. Soma a substração de números aproximados, O limite do erro absoluto da 
lsoma algébrica de vários números é igual À soma dos limites dos erros absolutos des 
ftes números. Por isso, para que na soma do uma quantidade reduzida de números apro. 
[ximados, cujas cifras decimais sejam todas exatas, figurem apenas cifras exatas (pelo 
[menos no sentido amplo), é preciso igualar todos os termos, tomando como models 
lo que tenha menos cifras decimais e deixar em cada um deles uma cifra de reserva 
A seguir, somam-se os números assim obtidos, como exatos, e se redonda а lima 

Se é preciso somar números aproximados não arredondados, deve-se fazer o 
|seu arredondamento, conservando em cada um dos termos uma ou duas cifras de 
reserva e, a seguir, reger-se pelas regras supra citadas, mantendo na soma as cifras 
de reserva correspondentes, até terminar as oporações. 

Exemplo 1. 21521 + 14,182 + 21,4 = 2152(1) + 14,1(8) + 21,4 = 2508. 

© что relativo de uma soma do termos positivos não excede ао erro relativo máxi 
mo destes termos. 

O erro relativo de subtração não é fácil de calcular. Principalmente quando s 
trata do achar a diferença entro dois números próximos, 

Exemplo 2. Ao subtrairse os números aproximados 6,135 е 6,131, com quatro 
[cifras decimais exatas, obtemos uma diferença de 0,004. O limite de sou erro absoluto 
é igual a 


[portanto, nenhuma das cifras da diferença é correta. Por isso devo 
[que possível a diferença de números aproximados, próximos entro si, transformando 
caso necessário, a expressão de tal forma que esta operação desapareça. 

5°. Multiplicação e divisão de números aproximados. O limite do erro relativo 
do produto e quociente de númecos aproximados é igual à soma dos limites dos erros 
relativos destes nümeros. Partindo disto e aplicando a regra do número do cifras exa- 
ias (39, na resposta se conservará apenas um número determinado de cifras. 

Exemplo 3. O produto dos números aproximados 25,3 -4,12 = 104,236. Su- 
|pondo que todas as cifras dos fatores sejam exatas, obtemos que o limite do erro re- 
Dativo do produto seja 


1 


bom 
2-2 pa 42 

Donde o número de cifras exatas do produto será. iguala rta е o resultado, se 
é aetiitivo, dove ser escrito: 253412 > 104, ou mais exatamente, 232-4 
шз бә. 

97 Elevação a potencias e extração de raizes de números aproximados, O liz 
rite ero relativo da minima potencia de um número aproximado a, é igual ao 
жар mimo do limite do erro dest» número. 

O mito do err relativo da тыш тата de um número aproximado a é igual 


— parte do limite do erro relativo do número a. 


0,01 = 0,003. 
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7º, Cálculo do erro resultante de diversas operações ccm números aproximados. 
Бе Ay... Ааа slo оз limites dos erros absolutos dos números aproximados j. ... dn, 
o limite do erro absoluto AS resultante 

St 
роде ser valorizado aproximadamente pela fórmula 


Neste caso, o límite do erro relativo para S será igual a 
sm ds] Aa t| Sf | dos [ER (pet [tla 
al UI an| VI En D» 


Calcular S = In(10,3 + 444); os números aproximados 10,3 e 
44 têm todas as cifras exatas, 
Solução. Inicialmente calculamos o limite do erro absoluto AS em soa forma geral: 


e 1 Ab 1 
= tala Se 2221. Temos Mac Abe; ИЯ 
5= щат 1B, 4: xp qa] Temos Aa = др: VE 


a+ 
j r 2, 1 jk, qua o епо, relativo do námero, aproximado /4,4 é 
1 


imam ied 
E 2/307 80 
estar seguros quanto às frações decimais. Portanto, 
RR (Id + (= 13. 0,003. 
10321020 2 20-24) 124-20| 12) 2604 
Quer dizer que as frações centesimais são exatas. 4 
Vamos agora calcular com uma cifra de reserva: 
16(10:3 + 1,4) = Ig 12,4 = 1,093; 1500,3 + V33) 
Obtemos a respota: 2,52. 
87, Determinacão dos erros oleráveis em números aproximados, quando se fixa 


1,093 -2,303 = 2,517. 


o erro que pode iero, resultado das operações que com elta se efetuams Aplicando аз 

Fórmulas do ponto 7º, quando se dão cs valores de AS é de 85 e considerando iguais 

entre si todas as diferenciais parciais | 27 | Aay ou as grandezas | 2 | 4%, сысы. 
даь axl ІЛ 


mos os erros ateolutos toleráveis ДА. Даз ou, corempondentment, os erros 
Toldo Boy. Ban dos numeros арай ашк que intem ha operar 
ES нш de deos qu 

быетушшов que em Se hieadas ocasies no é conveniente empregar o prin- 
ано de eleitos iguais no cleo de erre tolera dos атонал diu Tang, já 
de esto pode apresentar exigencias praticamente рма з de serem atlas 
Жонг calos recomenda тейи ы} os eros da forma mais racional, se lor po 
il modo que o emo tolai não exceda А quarte dada ato é о problema cba 
do E Glande a igor indeterminado. 

Eerie 3. © уйше de uma “cunha cil”, isto & de um corpo cortado 
de um claro circula por ш piano, que passando pelo dieto da babe, igual à 
28, torma com ela um ángulo a, é callado. pei fómu V= 2 Pipe Com 
que precsto devesse medir o raio К re 00 сш o ângulo de inclinação а, para que o 
Solans de Cunha cl po ee comeco cam om cenit de ТШ 


Solução, Se AV, AR е Да são on limites dos serros absolutos das grandezas R, V. 
sa, © limite do erro relativo do volume V, que so calcula, será 


PEREA 
у= д за < 10 
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AER 
X < 200° senda 200 
Ав < Жм 222 mm: A 
E боо 
һа > 309294 1. radianos я 07. 
40 *%0 


Desta forma, garante-se a precisão de 1% exigida, se medirmos o raio com uma 
precisáo de até 1 mm e o Angulo de inclinação а, com precisão de até 9”. 

3108. Como resultado de medições, obtiveram-se os seguintes 
números aproximados exatas, com todas as cifras escritas em sentido 
amplo: 

a) 12707714"; b) 38,5 cm; 
Calcular seus erros absolutos e realtivos. 

3109, Calcular os erros absolutos e relativos dos números apro- 

ximados, com todas as cifras escritas exatas no sentido estrito: 


a) 241,7; b) 0,035; с) 3,14. 


3110. Determinar o número de cifras exatas* e escrever na forma 
que corresponde os seguintes números aproximados: 

a) 48 361 com precisão de 1%; b) 592,8 com precisão de 2%, 

c) 14,9360 com precisão de 1%. 

3111. Somar os seguintes nümeros aproximados, com todas as 
cifras escritas exatas: 

а) 25,386 + 0,49 + 3,10 + 0,5; b) 38,1 + 2,0 + 3,124; c) 1,2 
x 10% + 41,72 + 0,09. 

3112. Efetuar a diferenga dos seguintes múmeros aproximados, 
com todas as cifras escritas exatas: 

a) 148,1 — 63,871; b) 29,72 — 11,25; с) 34,22 — 34,21. 

3113*. Calcular a diferenga entre a área de dois quadrados, cu- 
jos lados, segundo as medigües, sào iguais a 15,28 cm c 15,22 cm 
(com precisão de até 0,05 mm). 

3114. Calcular o producto dos seguintes números aproximados, 
com todas as cifras escritas exatas: 

а) 3,49 - 8,6; b) 251 + 1,743; с) 0.02 - 16,5. 

Indicar os limites prováveis dos resultados. 

3115. Os lados de um retângulo são iguars a 4,02 m e 4,96 m (com 
precisão de até 1 cm). Calcular a área deste retângulo. 

3116. Calcular o quociente dos seguintes números aproximados, 
cujas cifras escritas sáo todas exatas: 

a) 5,684: 5,032; b) 0,144: L2; c) 2,16:4. 


) 62,215 kg. 


* As cifras exatas ss entendem no sentido estrito. 
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М 3117. Os catetos de um triângulo retângulo são iguais а 12,10 

em e 25,21 cm (com precisão de até 0,01 cm). Calcular a tangente 

Чо ângulo oposto ao primeiro cateto. 

3118. Calcular as potências indicadas dos seguintes números 
ados (as bases das potências são exatas em todas as cifras 

escritas): 

М a) 0,4158; b) 65,23; c) 1,52 

| 3119. O lado de um quadrado é igual a 45,3 cm (com precisão 

até 1 mm). Achar a área deste quadrado. 
3120. Calcular a valor das seguintes raízes (os números subradi- 
cais são exatos em todas as cifras escrita: 


а) V2715; 


3121, Os raios das bases e a geratriz de um cone truncado são 
iguais, respectivamente, a R = 23,64 cm + 0,01 cm; r = 17,31 cm + 
0.01 cm; /= 10,21 cm + 0,01 cm; o número л = 3,14. Calcular, 
com estes dados, a superfície total deste cone truncado. Achar оз 
“valores dos erros, absoluto e relativo, do resultado. 
3122. A hipotenusa de um triângulo retângulo é iguala 15,4 cmi 
+0,1 cm; um dos catetos é igual a 6,8 cm + 0,1 cm. Com que 
“precisão se podem calcular, com estes dados, o outro cateto e o ângulo 
agudo a ele adjacente? Achar seus valores. 
3123. Calcular o peso específico do alumínio, se um cilindro feito 
deste metal, com 2 cm de diâmetro е 11cm da altura, pesa 93,46. 
O erro relativo das medições lineares é igual a 0,01 € о da deter- 
minação do peso, 0,001. 
3124, Calcular a corrente, se a força eletromotriz é igual a 221 
volts + 1 volt e a resistência, 809 ohm + 1 ohm. 
3125. O período de oscilação de um pêndulo de comprimento 
1€ igual a Я 
T 
т=з. 


onde g é a aceleração da gravidade. Com que precisão deve-se medir 
9 comprimento do péndulo, cujo período de oscilações é, aproxima- 
damente, de 2 s, para se ter o período de oscilações com um erro 
relativo de 0,5%? Com que precisão devem ser tomados os valores 
de x e de g? 

3126. É preciso medir, com uma precisão de 1%, a área da super- 
ficie lateral de um cone truncado sendo que os raios das bases têm, 
respectivamente, 2 m e 1 m ea geratriz 5 m (aproximadamente). Com 
que precisão devem ser medidos os raios e a geratriz e com quantas 
cifras deve-se tomar o "número т? 
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3127. Para determinar o módulo de elasticidade pela flexão de 
uma vareta de seção retangular, emprega-se a fórmula 


onde i é o comprimento da vareta; b e d, a base e a altura da seção 
transversal da mesma; s, a flecha de flexão e P, a carga. Com que 
precisão deve-sé medir o comprimento | e a flecha s, para que o 
erro de E não exceda a 5,5%, com a condição de que P é conhe- 
cido com uma de até 0,1% e as grandezas d e b com pre- 
cisão de até 1%; 150 cm e 5225 cm? 


$2, Interpolação das funções 


E 


ye б Das 


onde qu TDR 6 Ay my yo Atm Ау, — Ау,..зйо as sucessivas dife- 


x 
теда finitas da função y. Para а = xi(í = 0, I...) o polinômio (1) toma os 
valores correspondentes da tabela yili = 0, 1, Como casos particulares da 
fórmula de Newton, obtemos: para т = 1, a linear o para m = 2, a imber- 
olaglo quadrática. Para facilitar o uso da fórmula de Newton, recomenda-se compor 
com antecedência а tabela das diferenças finitas. 

Se y = Jla) é um polinômio de mésimo grau, então 


Абу = const e Азу = O 
©, pertanto, a fórmula (1) é exata, 


Xo caso gera, ае Д tem uma derivada continua Дени) no segmento [aH 
que contém ve pontba ad 


aen MO Dolo) qua, T 
"+1! “в. dd 


onde É éwm certo valor intermediário entre x, (¿=0,1,....m) e э. Na prática se 
usa uma fórmula aproximada mais cómoda 


fae 


MM "ii 
к 0-6 9 
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Se é possível tomar qualquer número n, este deve ser escolhido de tal forma, que 
a diferença Antiy, æ O dentro dos limites da precisão dada. Em outras palavras, as 
diferenças A*y, ser constantes em ordens decimais dadas, 

Exemplo 1. Achar o sen 27157, usando os dados de tabela sen 26º = 0,43837; 
sen 27° = 0,43399; sen 28º = 0,46947. 


— 0,00014) = 0,44229. 


sen 2615 = 0,43837 + oon + EE, 


“Achamos o valor do erro Ry. Aplicando a fórmula (2) e considerando que y = 
= sen x, então |у | < 1, teremos: 


Иа 
[CX 4 
Isto é, todas as cifras dadas para sen 26°13’ são exatas. 

“Através da fórmula de Newton pode-se também achar o valor correspondente do 
argumento s, partindo de um valor intermediário dado da função y (interpolação 
inversa). Para isto, inicialmente, determina-se o correspondente valor de 4, pelo 
método das aproximações sucessivas, supondo que s 


тюз. 


qn 2% 

Ade 
q q GOD LA + 
jp cs 2 Ау, E A». 


6-012, 

Por q se toma o valor comum (com precisão dada!) de duas aproximações sucessivas 
qmi qr. Dal ж = xo + qo. 

Exemplo 2. Usando a tabela, calcular aproximadamente a raíz de equação 


Ae 
HA ar [av 
22 | 4457 | 1000 | озю 
4 | | 129 
% | eos 


qm q + PIO) A _ 38 4 80462 ہر‎ 
2 Ayo 2 
олю 
х® 0, -о%з; 
кюу" 0:38 + 0427 = 0.363; 


É eurem: 
я ози, AOA OZD ose ар = 


Testa forma, pode-se tomar 
1=2240,565-02 = 2.2 4 0,113 = 2313. 
2. Fórmula de interpolação de Lagrange. No caso geral, o - 
A 
eae a) leo з) 
=D a (aa — A x) (A ла} 
(eso е 


E] 


(e e Û — ad) tn n 


x + ma) 


б» — x (ea — аа) е 
3128. Dada a tabela de valores de x e y: 
2 ТАКИЕ e spe 
IER ГАК ИКЕ RR EO 
Compor a tabela das diferenças fi 
ças finitas da função y. 
3129. Formar a tabela das diferenças da função y = 1º — За? + 


+ x — 1, para os valores de х= 1, 3, 5, 7, 9, i 

RE E diferenças finitas de 3, ordem o pes: Wi 
. Utilizando a constância das diferen 4º ordem, fo 

mar a tabela das diferenças da função у= e aa n us 


pd valores inteiros de x compreendidos no intervalo 1<x< 


3131. Dada a tabela: 


Calcular, ati i " 
Ecran arem ата 
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3132. Dada a tabela: 


RAN aR MEHE 
ta te 

3134*. Formar o polinômio de interpolação de Newton para a 
função dada pela tabela 


Mee 
rn s 
Achar y para x == 5,5. Para que x será y = 20? 
3135. Uma função é dada pela tabela 

NERA EDS 

“лел ЕС 
Formar o polinômio de interpolação de Lagrange e achar o valor 
Jie Determinam-se empiricamente as grandezas de alonga- 


mento de uma mola (x mm) em dependéncia da carga (Р kgf) que 
- sobre ela atua: 


10 


"sus us p » pas pe 

Ple s me zs [382 [an Teo |73 

Achar a carga que produz um alongamento de 14 mm da mola. 
3137. Dada a tabela das grandezas de x e y 


OA sta s 

EZENPEJEREJE - 
Calcular o valor de y para x = 0,5 e x = 2: a) usando a interpolação 
linear; b) pela fórmula de Lagrange. 


$3. Cálculo das raízes reais das equações 
e dos sistemas das equações 
T. Delerminacto das aprosimagie iniciais das rales, А determinação аргон 
sal a teer de аша equação dada 
di) =0 
divide sn em duas etapas: 1) a ороо ds гиши, isto & a determinatio 


Valos, os mais estreitos | entro os quais está com 
aos. зи mais caio обра cálculo des valsar com gran de exatidão prefixado- 
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TO 
- Se mo segmento (a, 1 
onde a função f(x) é continua тем scr 
Curva у = f(a) pela corda que une ox pos 
tos (es fo) © (b Ji) obtemos а primeira ача ы Раа соків Е 


ата AA ره م‎ 
Im a a 
Para obter a segunda aproximação cs, aplicamos а fórm 
te. 9] ou [e 8) еш cujos Se ‚ыма 
mesma forma se constroom a 


(O cálculo das aproximações 6, cy... em geral, dove continuar até que cestem de va. 
Aa cifras decimais que se conservam na resposta (em correspondência ao grau de 


gar a fórmula 


onde p= mtn | f'(a) |, 


37, Método de Newton (método das tangentes). Se/^ (9) ое 
a<z < b, sendo /(а) f(b) < 0, Да) (a) 
EO аР ААС 


Quando são válidas estas suposições, а sucessão за (n = 1,2,..). é monótona e 
lim ma = E. 
[Para achar o valor dos erros pode-se usar a fórmula 
PIN 
5 


len = El < 
onde p= min 173) 
temia Iro. 


4 43. CÁLCULO DAS RAÍZES REAIS DAS EQUAÇÕES En 
“Na prática é mais cómodo o emprego de fórmulas menos complexas 
жет mre fla) nm 12) o 


gig 99е dio, aproximadamente, а mesma exatidão que a fórmula (3). 
Se ЛЫБ) > 0, nas fórmulas (3) е (3) supõe-se x, = b. 

4. Método de iteração. Suponhamos que a equação daia tenha-se reduzido à 
= [7 
Леа) < r < 1 (7 é uma constante) para a < # < b. Partindo do valor inicial 


e pertencente ao segmento (a, b], formamos а sucessão dos números л, x, 
a dei 


ELLE 


fica raiz da equação (4) no segmento (а, b], isto 6, xa slo as aproximações 
rivas da rais E 
valorização do erro absoluto da enésima aproximação de X é dada pela fórmula 


Por isso, se xp е жу coincidem eom uma exatidão de até e, o limite do erro absoluto 
de з» será E 

Tara transformar a equação f(x) = O na forma (4), substitue-se esta última pela 
equação equivalente 


РТР 
onde o múmero à é O é escolhido de tal forma, que а função “É [s — А0) = 1— 
— Nf) soja Pequena em valor absoluto num entorno do ponto x, (por ex. pode-se 
apor que 1 2 Mf (nd = 0) 

Exemplo 1. Reduri a equação 25 — in — 4 O à forma (4), sc a aproxima- 
“ção inicial da raiz xy Ñ 

Solução. Temos Jp) = Ze ine 4: f(a) = 2— 1, Escrovemos a equa 
são equivalente ж = x — A(2r — In x — 4) е na qualidade de um dos valores conve- 


nients de À tomamos 0,5, número próximo à raiz da equação 1— a- i) a 


isto & Û e 06 
16 


A equação inicial ве reduz A forma 
90505 las 4) 


{ 

j 
i- 
1 


ж-з + Lins. 
2 
Exemplo 2. Calcular com precisão de até 0,01 a raiz de £ da equação preceden- 
te, compreendida entre 2 e 3. 
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Cálculo da rais pelo método de iteração. Aproveitamos o resultado do 
1, supondo ж, = 2,5. Fazemos ов cái : е уя 


culos segundo as fórmulas (3) com uma cifra de 


1 
2,724 112,5 я 2458, 
z 


ATP TIR 2A м 2,450, 


24 È im 2,430 a 2:48, 


noie maata зле. 


Isto 6, É æ 2,45 (o processo de aproximações ulteriores pode ser dado como termi 
dá que а terceira citra decimal (or milésimos) fora хада). p^ 
"Avaliamos o erro. Neate caso, 


1 
()=2+ Lins e өчө 

al = sa 

Sonsiderando que todas as aproximações x, se encontram no segundo segmento [2, 4; 


+= máx | 913) 


l con. 
4 


Portanto, o limite do erro absoluto da a эде 
Portante do sproximação ху, de acordo com a observação 


PER 
1-921 
Desta forma, a raiz exata E da equação encontra-se entre os limites 
2447 < € < 2,449; 
© todas as cifras deste número aproximado serão exatas em 


= 0,0012 = 0001. 


Pode-se tomar E x 2,45, 
sentido estrito. 
Cálculo da raiz pelo método de Newton. Temos 


I = 28 — mara, fah, ie А. 
Л P ОЕ 


Dome 2 6 ta рува Ло Дере < M 
O ZA RO <a rae 


an te Eos, 
з 

[Fazemos os cálculos pela fórmula (3), com duas cifras de reserva: 

m= 3— 062- 3— Im 3— 4) m 24592; 
эз = 2,4592 — 0,002 24592 — In 2,4502 — 4) — 2,4481; 
жа = 24481 — 0,62 24481 — In 2,4481 — 4) — 2,4477; 
ža = 2,4477 — 062. 244477 — 1n 2,4477 — 4) — 2,44673. 
Nesta etapa suspendemos os cálculos. já que as cifras dos milésimos ndo mudam 


fois, Damos à resposta: аташ & = 2,43. 
mitimos a avaliação do erro. 
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Caso de um sistema de duas equações. Vamos supor que é preciso calcular, 
com uin grau de exatidão dado, as raízes reais de um sistema de duas equações com 
duas incógnitas 


(inca 


e vamos supor também que se tem a aproximação inicial de uma dae coluções (E, 
esto toma, х= 1o, 7 Embry s40 ailrenciveis om um certo entorno 
Tonto (x, 3), que contem o ponto (e, эй. 

Esta aproximação inicial pode ser obtida, por ex, graficamente, construindo 
(pum mesmo sistema de coordenadas cartesianas) as curvas f(s, y) = O e gls, 3) = 
determinando as coordenadas dos pontos de interseção destas curvas 

ч) Método de Newton. Vamos supor que o determinante funcional 


© 


não se anula nas proximidades da aproximação inicial s = ap у = у. Neste caso, 
pelo método de Newton, a primeira aproximação do resultado do sistema (0) tem а 
[тта x = xp a э, da + Be onde a, e By 6 а solução do sistema das duas equa- 
ções lineares 


ida ГРЕЯ 
|е (xo ж) + көр» Yo) + Buono: Yo) = 0. 
Pelo mesmo método obtemos a segunda aproximação: 
nonta n= tP 
onde э, В, é a solução do sistema de equações lineares 
dire 3) + tfe эй + Build 
do i) + tuin v) + Buone vi) = 0. 


E assim obtém-se sucessivamente a terceira e demais aproximações, 
b) Método da iteração. Para a resolução do sistema de equações (6), pode-se empre- 
gar o método de iteração, transformando este sistema na forma equivalente 


[ее D 
у= Dr y) 
e supondo que E ¢ Ф são diforenciáveis e 

ЕЕРЕЕ ЕТЕТ << to 


em um determinado entorno bidimensional U da aproximação inicial (xo yẹ). que 
ono também a iio conta (6, 7) do sistemas LAG 
sucessão das aproximações (яя, уя) (9 = 1.2...) que converge para а solu 

ao se Do da т шондон A (ação de atem 0) formas segundo 
эле: 

m Ры з, э = Dis Yale 

am Fly Уй. Ia = Фэй, 
эз = Olan эў, 


então lim xp = & lim уя =: 


Se todos (sn, Ya! pertencem a 
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transformar o sistema de equações (6) na forma (7) cumprindo а condição 
a ea ced ol a ia 
(о 75" 
їл», + Bal 0 0, 


gro siima O oom ө cnt de qu | я O. Төштә а сөт. 


Velo ma forma: 


ax + а/а, y) + Bes y) = Р(х. 9). 
و‎ = + vfi y) + dels, У) = OG 3). 


айз. Ya) + Bola» Ye) = O, | 
Talao Эё) + Bil, 36) 
АА) 
Escolhendo desta forma os parâmetros а, В, y, 8 е partindo da suposição de que 
as derivadas parciais das funções f(x. у) e e(s, y) variam não muito rapidamente mum 
entorno da aproximação inicial (ty Yə). a condição (8) se cumprirá. 
Exemplo 3, Reduzir o sistema de equações 


“+y mo, 
ea cesta do 
à forma (7), se a aproximação inicial da raiz é x, = 0,8; y, = 0,33. 
Solução, Temos f(x, у) = =! +32 L play) = à — Y 
die yd = L6: Silo э) = Md; pied = 192: eina) = — L 
Escrevemos o sistema, equivalente ao de partida, 
[c AEN E bixo) | 
yotey psp mo ly al 
sms + و ج کی‎ 0 + plo) 
ymy tyt س و ج‎ 0) + 809—0) 
Escolhemos em qualidade de valores numéricos convenientes de а, B. y, 8 a solução 


do sistema de equações 
' | 14 16% + 1928 =0, 


| 14 fala э) + 


na forma 


Lia — B= 0, 
167 + 1928 = 0, 
1+11y-3-0, 


isto 4. supomos ax — 0,3, Bæ —0,3, үш —0,5, Ва 04 
Neste caso, о sitema de equações. 


e A RAD ax ca 
анан 


equivalente ao de partida, tem а forma (7) e num entorno suficientemente pequeno 
do ponto (xa; Ja) Será válida a condição (8). 
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Separar, pelo método de provas, as raízes reais das seguintes 


equações e através da regra das partes proporcionais, calculá-las 
com aproximação de até 0,01. 


3138. *—x+1=0, 

3140. 2 — 4x — 1— 0. 

Partindo das aproximações iniciais obtidas graficamente, cal- 
cular pelo método de Newton, com precisão de até 0,01, as raizes 
reais das equações: 

3141. лз 


3139. at 40,51 — 1,55 


Utilizando as aproximações iniciais, encontradas graficamente, 
calcular pelo método de iteração, com precisão de até 0,01, as raizes 
reais das equações: 

3145. д2 — 5x + 0,1 

3147. 4 — x —2—0. 

Achar graficamente as aproximações iniciais e calcular, com 
precisão de até 0,01, as raízes reais das seguintes equações e sistemas: 

3148. 4º — 3x + 1— 0. 3149. 3 — 233 3x — 5 

3180. xt + х2 —2x — 2 3151. z-Inz— 1 


3146. 4x = cos x. 


3152 3-L35— 0,5 0. — 3153. 4s 
3154 2º +22 — 6 = 0. 3155, é 
Aa 
S156: [5 7535 TA 3157. 
ж —у=о. у—шх—1 


3158. Calcular com precisão de até 0,001 a raiz positiva mínima 
da equação tg x = x. 

3159. Calcular com precisão de até 0,0001 a raiz da equação 
x-tgh 


^84. Integração numérica das funções 


1º. Fórmula dos trapézios. Para calcular aproximadamente a integral 

n 

бла 
(Дә) é uma função contínua cm (a, b]), divide-se o segmento de integração [a, b] em 
^ partes iguais e escolhes o intervalo de cálculo a — ZA 


. Vamos supor due 


X= Ya + [rs m а, эь = b, 4 =0,1,2,....m) são as abscissas dos pontos de divi 


25—35 
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são e que y = f(s) são os valores correspondentes da função subintegral y = fis 
Então, pela fórmula dos trapésins, temor 

a 

[IL 


ER 


com um erro absoluto de 


onde M, = máx | "(s) | quando a&x«5. 


Para conseguir a exatidão dada e, ao calcular a integral, dotermina-se o intervalo 
do cáleulo A, rartindo-se da desigualdade 


cm, 
ъам. 


isto é, h deve ser da ordem VE, O valor de k asim obtido é arredondado рага о lado 
menor, de forma que 


n 


seja um número inteiro que nos dé o número de divisões я. Depois de determinar 4 
e n pela fórmula (1), calcula-se a integral, tomando os valores da função subintecral 
com uma ou duas cifras decimais de reserva. 


2°, Fórmula de Simpson (fórmula parabólica). Se né um número par, então 
nas anotações 1º é válida a Jórmula de Simpson: 


А 
(as a 10e + o Fu Fa FF e FA, FF +s 
com um erro absoluto de 
a 
Res ьама. a 
edita) E 
onde. M, = mix. 107505) quando aac 


Para assegurar a exatidão dada e, ao calcular a integral, o intervalo de cálculo 
à € determinado partindo-se da desigualdade 


EE o 


isto & intervalo A terê à ordem FF. O número Аё arrendondado pura o Tado menor 


de forma que n= seja um número inteiro par. 


* 


Observação. Como não é fácil a determinato do intervalo de cálculo A е do ni 
mero x a ele relacionado, por meio das desigualdades (2) e (5), na prática, em geral. 
À é determinado aproximadamente. Depois de obtido o resultado, duplica se © nů 
mero я, isto é, divide-se por dois o intervalo A. Se o novo resultado coincide com o 
anterior, dentro das cifras decimais mantidas, então o cálculo termina, Em caso con- 
trário, repete-se o método e assim sucessivamente. 
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Para calcular aproximadamente o erro absoluto da fórmula da quadratura de 
Бари (3). pode se empregar também o principio de Runge, segundo o qual 
ES 

E 
“onde X e T são os resultados obtidos nos cálculos pela fórmula (3), para os intervalo 
Же H = 2h, respectivamente. 
3160. Sob a ação de uma força variável F, dirigida ao longo do 
“eixo ОХ, um ponto material se desloca por este eixo desde a 

ição x = 0 até a posição x — 4. Calcular, aproximadamente, o 
balho А da força P, se é dada a tabela dos valores de seu 
módulo F: 


= [05 [05 10115120 125130133140 
F [1,50] o.75 0,50] 0.75| 150| 2.5| 4.50| 6,751 10,00 


Efetuar os cálculos pela fórmula dos trapézios e pela de Simpson 
3161. Calcular aproximadamente f (34º — 4х)4х pela fórmula dos 


trapézios, tomando-se y = 10. Calcular esta integral com exatidão e 
achar os erros absoluto e relativo do resultado. Determinar o limite 
superior de A do erro absoluto do cálculo efetuado para n = 10 
aplicando a fórmula do erro que se dá no texto. 


3162. Calcular 225 pela fórmula de Simpson, com exatidão 


ә 
de até 1074, tomando-se я 
А do erro absoluto, 
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3173. Calcular com precisão de até 0,01'a integral imprópria 


\ 5 se , usando а substituição x = i Verificar o cálculo, aplicando 


la fórmula de Simpson para a integral ( TEX ‚ onde b é escolhido de 
la es 1 t 
forma que V Top edt 


? 

3174. A figura plana limitada por uma semionda da simusóide 

= sen x e o eixo OX gira em torno deste eixo. Calcular pela fór- 

Ímula de Simpson, com precisão de até 0,01, o volume do corpo de 
|revolucào que se forma. 

3175*. Calcular pela fórmula de Simpson, com precisão de até 


(0,01, o comprimento do arco da elipse s poses 


cL situada no 
[772 


|primeiro quadrante coordenado. 


85. Integração numérica de equações diferenciais ordinárias 


. Método das aproximações sucessivas (método de Picard). Vamos supor que 
|8 dada a equação diferencial de 1º ordem 


y fe w 


com a condição inicial y = yy quando x = xy. 
À soluçao ve da equação (1) que satisfaz condição inicial dada, pode set expres- 
lsa, no geral, na forma 


эш) = lim sin. a 


onde as aproximações sucessivas de уа) são determinadas pelas fórmulas 
эм = 


a9 =» + Û Л. ж-да 
ол 
Se о segundo membro f(x, y) é uma função determinada е continua no entorno 
RÜx— аја 1y = seb) 
‚жайы ie dior ЕЕ de A 
Mr. y) — for yd IL | уу — yal 


(L é uma constante), o processo das aproximações sucessivas (2) é certo que conver- 
ei me intervalo [e Ыз: аа арстан Bs E 
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о) 


M = ках, у! 


Сот isto, o erro 
le гө 


+! 


1269 — «(ie MIS. 


somente se 
Ie spen. 

O método das aproximações sucessivas (método de Picard), pode ser também 
“aplicado, com pequenas modificações, aos sistemas normais de equações diferenciais. 
Quanto às equações diferenciais de ordens superiores, estas podem ser escritas em for- 
ma de sistemas do equações diferenciais. 

2º. Método de Runge-Kutta, Vamos supor que no segmento dado хоз 
seja necessário achar a solução уа} do problema (1) com uma precisão dada e. 


Para tanto, inicialmente, escolhemos A = 220 (intervalo de cálculo), divi- 


dindo o segmento [sy X] em т partes iguais, de forma que # <e, Os pontos de 
divisão x, são determinados pola fórmula. 


pm Ae dB (012.0) 


Qs valores correspondentes de зи = (xy) da função procurada, segundo o método de 
Runge-Kutta, são calculados sucessivamente pelas fórmulas 


уна =з + Aye 
A» H [UE + م‎ + А). 


onde 


4-0 12, sun 


AÑO = feu эд. 

0 
lr a, 
P 


MP — fis + yth 


O método de Runge-Kutta tem uma ordem de exatidão de ht, Podemos obter 
“uma avaliação aproximada do erro do método de Runge-Kutta no segmento dado 
"X] partindo do princípio de Runge: 


La, 


à A 
КОТЕЛ; " 


Fal, 
5 


R 


onde n = 2m, Ура € Pm sho ов resultados dos cálculos efetuados pelo esquema (3) 
com intervalos À e 24. 
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© ою dd menge Kuba poda me lación чеч Ме quia relver аны, 
Кре весне ax Lo af + س لل + للم‎ 
refira z= eley.) (1 € 
md pe рн = с ыч 
AFC do Da Ee а método de Mil 
partinio dor dados iy = эра Ж к нө рш pi үл 
feeds 


= A tão + 2:00 42-036 + 04109 = озю, 


= fis Y) À = (—0 + 1,3000) 0,25 = 0,3750; 


Ў 
E ++. »+ ЖМ)» (0,82 + 1,3000 +. 0,1879025 = 03906; 


nod AD dam sta) 
da função procurada y(s) (por ex, pode-se empregar o desenvolvimento da solução n am 
Jis] em stie (cap 1X, 116) ош acia Glas valonte pelo método das aproximacion = a(s A 2 A = (— 0,125 + 1,5000 + 0,1953) 025 — 0,3926; 
sucesivas, ou empregando o de Runge-Kutta, etr]. As aproximações w e у: — 4, 2 d 
JE etienne fish. зоа (0254 13000 + 03926023 04106; 


= + Aya = 1,5000 + 0,3020 = 1,8920 (as primeiras trés cifras deste número 
jo São garantidas). 
"Da mesma forma são calculados os valores de yy e уу. Os resultados são apresen- 
ma tabela 1. 


Tabela 1. Cálculo de yy, ya € y, pelo método de Runge-Kutta. 


5,09) são encontradas. las: 


A ^ 
Bm nat 


= ha + Yeah | 
a 
Tem rd B ee e foy. | 


de fiy) xy: 4-025 
Jim dne уд e fi (хо Fo T 
Para controle, calculamos a grandeza 73 a thero q 
Ci “ n | ap 49) * 
1 g + 
an н. 6) E 
, p ° 13000 | 1x09 | озю | 15625 | 0.906 
Se ey não é superior а uma unidade da última ordem decimal 10-" que se conser ۳ E AE rs | ж 
n pg mg Майкы» a calar o vr 2 зиз | rens | 00 | 19073 | oasis 
ed A 3 200и | ansaa | ose | 21007 | o7 
do intervalo inicial € determinada aproximadamente da desigualdade M = 10" 
Tara o caso de solução do sistema (4), as fórmulas de Milne айо escritas em sepa vie M E 
redo para ме funções (s) e Ma. ain nea mesma dhiom de Chae Э ao الل‎ af an 
Exemplo 1. Dada a equação diferencial y 
= 13 Calcular com precisão de até 01 o valor da solução desta equação para 
Jor do argumento э o 02926 | Lens | oaos | озю | 18920 
мше. { 1 gas | lus | oasa | баш | axe 
ошо. Escolhergos о intervalo inicial do cálculo А, partindo da condicio de que 2 07850 | 2053 | osis | od») | 2808 
м О Tara prias кла бее орай de М рон Kr 055, Ness cao, з 03918 | 23602 | 03900 | 02406 | 339 
todo c 


tervalo de integração, desde y=0 até x = 1,5, se divide em seis partes паат 
de 0,25 de comprimento, por meio dos pontos s, ( = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6); оз valores 
correspondentes da solução de y e da derivada y’ são designados por у € 7 

Os três primeiros valores de y (excluindo o inicial) são calculados pelo método 
de Runge-Kutta (pela fórmula (3)); os outros três valores; yy. у, € Yp pelo método de 
Milne (pela fórmula (3). 

O valor y, será, evidentemente, a resposta do problema, 

Eletuamos o cálculo com duas cifras de reserva por um esquema determinado 
que compreende duas tabelas, 1 е 2. No final da tabela 2 obtemos а resposta. 

Cálculo do valor de yy. Temos 


fiy) y noU mo 13, 4=025, 


Cálculo do valor de y, Temos Ду = — x+y, A= 025. x 
Ya = 15000, y,— 18920, уь = 23243, уу = 28084, 


Jo = 13000, у; = 1,6420, yj 18243, у = 2039. 
“Aplicando а fórmula (5), achamos: 


nont M axo ور + پو‎ 


2s 


(2 1,6420 — 1,8243 + 2: 2,0384) = 3,3388; 
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Di = fw Wi) = — 1 + 3,3588 = 2,5588; 

+ a 
Boni A A = 


= эзиз + DP oasis + 4- 2,0984 + 18240) — 33990; 


3 B E X S e 7.059 <} 0,001 
Portanto, não é necessário revisar o intervalo de cálculo. 
¡los у, = у, = 3,3990 (es primeiras ёз clas desta aproximação sã a 
o te, efetuamos o cálculo dos valores de y, c yẹ Os resultados são 


incluídos ка тареш 2. 
Amim, finalmente, temos: 


(1) = 474. 

df. Método de Adams. Para a resolução do problema (1) pelo método de Adams 
partindo de dados iniciais yis) — Yp, achamos por um procedimento qualquer os oc 
Euíntes trés valores da função procurada ys). 

ж = Me) = эб» + I. v = yi) = уб +28. m убы) = у + 3%) 
(estes tuba valores podem ser obtidos, por ех. por meio do desenvolvimento de (+) 
ет série de potências (cap. IX. $ 16), ou achando os pelo método das aproximo» 
sucessivis (ponto 1º ) ou empregando o método de Runge-Kutta (ponto 27, eto) 


Através dos números y а, жу 4, € Jos Yi. Je. Ys Calculamos as grandezas q, 
[d 


\% = Mixx). qo joi = Mee Y 
ж = 5% = Mis уд. qa = йур = Аль 36). 
Comporros, а seguir, a tabela horizontal das diferenças finitas da grandeza q 


|, 7 uocum 

^ | % | Aw | for) аҹ 

a ln dn |р FM 

me | » | dy | РЕЯ 

mop» | Aw |/0 اود‎ Ач, E 
n| n | Am |/ш уй El 
|| Ays [sy | 
ШЕ | 


O, mitodo de Adams consiste em continuar а tabela horizontal de diferenças. 
através ca fórmula de Adams 


1 E 3 Е 
Аун = duck у Айла + Aus + Аз. m 
Ya dao F Anos + Ê Амиа + Ê a, 


$|8 

Е 

В| |E 
р. [20 
Saes ps 
B | $|*€* 
E 
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os Оң ча ашшы 
ee ООО огош взше 


1 5 3 
К» = + 1 an+ Za +2 Аң. Achando o valor Ay с: 
» Tam + Зат + Ê Ач Achando o valor Ayp calculamos y, — 


a Аук. Conhecendo жу € ye, calculamos д, = Mg 24), incluimos 
"acr p rp istos ds е 
'g,, situadas junto com q, em uma nova diagonal paralela à anterior. vibus 
Т эсин но ШЇ ve vo ee oet 
hs Ba ЕАО a dien str qa 
Ad i Cota jo cc A а 
"ara calle Ay, e ое de Adams (7) parta de suposigto de que as 
O EIU EAS 
Маш etica é deferminada de desigualdad M = ШЕ (o desejar obter G var 
е yia) com preciso de até 10, н 
esto sede, à fictis de Adams (7) é equivalenta As чыні de Мал, 
E de Runge-Kutta (3). exe cos o 
Mida Мены ОО Ме енн» ыы 
М сш жа укн. базан OA 
Какы ак cuan ккк pa De ces э: Айыы 
ЫС oracle оса ке dino Ea data Sa азы: шаш 
ieri alat tonis aa cs des 
Tiri езг a peso do герр, & (инд, бә Adams pods ser completada 
om termos. que contenham as diferenças quartas e maiores que а grandeza $. Ас 
КШ dT € et do recio vale da ano pum асай pa 
Шыг ишка ан ы касын ы Шы es Adams para 
obter precisões elevadas. eui Ка > 
Erano £ Canar Pao método comb do de Rinse Kak o A 
V3 е Com preciso de até 001, o valor da solução da Equação cif 
SOM каз cal de q Иб = 13 or bx i 
оао 
ка н инса n 
к аш A 
belas 3 e 4). 3. [rr cs К" 


[Гама 3. Tabela principal para o cálculo de jy, уу е y, pelo método de Ай. 
ES 
(Os dados iniciais eto dados em corsivo) 


obtidos ao resolver o problema 1 


aw intro] Ys an an эч 


[ШЇ sooo [о.э зо [оозэз | от | oo 
" 1,6420 | 04105 | 00456 | 00129 | 00057 
EEN 0.4561 | 0.0585 | 0.0166 

oss | 2.0584 | озме | 00731 | 0021: 
boss | 2.3588 | 2,3588 | 0.3807 | 0.0065 
HETE овет 


Resposta: 4,74 
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Tabela 4. Tabela auxiliar para cálculo pelo método de Adams. 


1 5 3 
А» = q + Aga + T, Mead ANS 
in = qı + q Аз + т Aca А 


ET | Я | Пра | зч | NE | 5 
5 озб | oos | оом | оюп | озю 
4 02897 | оооло | ою» | оюм | osse 
А | osse pr 0.0089 0005 | оло 


O valor ув = 4.74 será а resposta do problema, 
Nos casos de resolução do sistema (4), а fórmula de Adams (7) e o esquema de 
cálculo exposto na tabela 3 são utilizados em separado para cada uma das funções 


ON 

Achar trés aproximações sucessivas das soluções das equações 
diferenciais e dos sistemas seguintes: 

3176. y = x* + y* ; у(0) = 0. 

3177. у +x+y+2" — 2; y(0) = 1, x(0) = — 2. 

3178. y" ; уб) = 0, y (0) = 1. 

Calcular aproximadamente pelo método de Runge-Kutta, supondo 
que o intervalo А = 0,2, as soluções das seguintes equações diferen- 
ciais e sistemas, para os intervalos indicados: 

3179. y = y — х; (0) = 1,5 (0<x<1). 

3180. y” (э ») = 1 (1&х<2). 

318. у =з+1, x уа; 9(0)—1. 20) =1 (06561). 

Empregando o método combinado de ‘Runge-Kutta e Milne ou 
de Runge-Kutta e Adams calcular, com precisão de até 0,01 оз 
valores das soluções das equações diferenciais e sistemas dados а 
seguir, para os valores do argumento indicado: 

3182. y = x +g; y= 1 quando х = 0. Calcular y quando 
x= 0,5. 

3183. у =x*+ y; у = 1 quando x = 0. Calcular y quando 
1 


ж 


3184. y = 2y — 3; y =1 quando х = 0. Calcular y quando 
20,5. 
Y =—к+2у++, 
Бурыл { #=х+2у+%М;у=?, — 2 quando x — 
Calcular y e s quando x = 0,5. 
ga 
Ee y=2, = —1 quando x 
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Calcular y e z quando x — 0,5. 


3187. y! = 2 2, y = — quando x = 0. 
Calcular y quando x 
3188. 3%" + 1 = 0; y = 1, y = 0 quando х 


Calcular y quando x — 1,5. 
3189, SE 4 Ž cos 2t = 0; х= 
Achar (xn) е x(n). 


, x = 1 quando 4 = 0. 


$6. Cálculo aproximado dos coeficientes de Fourier 

Esquema de 12 ordenadas. Sejam 34 
ção y = f(s) nos pontos equidistantes xa 
Compomos as tabelas: 


(кд = 0, 1, ...12) оз valores da fun- 
do segmento [0, 25] е 


€ 


Je Ya Oe 


Paa Y Ye Ye r 
Somas (2) PrPEPEPE 
Diferengas (A) | vy va vs ou vs 

DELLI "зт 

DELIS PS 
Somas nenas Somas | o, оез 
Diferenças | to h ty Diferenças |, лу 


Os cosfiientes de Foncier da, Da [в — 0, 1, 2, da função y (s) podom ter 
achados eprorimadamene peli ыйы: J da fonção y fi red 


бө = + + ө +з бщ = 0,50, + 0,866 су + 
Gm = to 0466 А +03 б< 0,866 (3+0, 

Gan +0 а). وا6‎ mo. e 
mi 


fonde 0,866 
Temos: 


+ y 
q +5 (an cos nx + ba sen ma), 
[Empregam-se també m outros esquemas, Para facilitar o cálculo usam-se modelos 


Exemplo, Achar o polinômio de Рош! a (9) (0e «2v 
We роо Fourier para а função y= f(s) (060429), 


m 
—18 


m 
—23 


m 
—27 


m 
E 
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Solução. Compomos as tabelas 


38 38 12 
x» в 
w|38 70 20 —20 —13 —19 —18 
v 6 4 3 ^4 2 
38 70 20 —20 26 6 4 28 
JS NETS xod 
«|жж s 7 «| 3 که‎ 28 
(|o в 2 ЗЕЕ 
Pelas fórmulas (1) temos: 
-975 а a= 38; 
Men» à--55 
Portanto, 


(а) 248 + (24.9 cos x + 139 sen 4) + (10,3 cos 2w — 84 sen 2x) + 
+ (3,8 cos 3x + 0,8 sen 3а). 


Empregando o esquema de 12 ordenadas, achar os polinómios 
де Fourier para as seguintes funções dadas no segmento [0, 2x] pelas 
tabelas de seus valores, correspondentes aos valores equidistantes 
do argumento (yo = Уп): 


— 7200 y, = 4300 
= 300 y, 
7000 ys 
o эз = 9,72 
6,68 Ya 


968 Ya 
2,714 >з 
3042 Ya 
Уа = 2,134 ys 

3193. Calcular os primeiros coeficientes de Fourier pelo esquema 
де 12 ordenadas para as seguintes funções: 


а) Дх) = = (98 — Зла? + 2823) (0<x<2m), 


DECRE (e) (0<x<2m). 


RESPOSTAS 


Capitulo 1 


1. Solução. Como а = (а — b) + b, então [a] < |a — b| + |b]; Donde |a — b| > 
>lal—|b| e ja— b] =|b— al > |bl— lal. Portanto, |а —5] > |а|— 101 
[Além disso, |a — bl = [a + (-b)| < [a] +15] = a] + bl. 34) —2 < s < 4; 
Ma < e> f ISO ado 4—24 58:00:06 5.1; 
iX: VER e YT E UTE. a س‎ žr 
7 13 1 

в.) = Та Prepa 9.04 19 E (e+ Ie. ina I< * < о 

10 = = 3 +I )-1« D 


b) —m <a < m. 12 (— о, —2) (72,2, 0, +o). 13.a) sr 
— VZ, Y2& x « +00: b) х=0, |х| ж V2. 14 — 1€ x <2. Solução. Devo 
ber 2а — atu 0, ou s — а — 20, isto é (r + T) (ж— 2) 50. Donde, ou 
[120—240 ito é ICR C2 ош £140 » 2» 0, isto é, 
|r& —1 222, oque não é possível, Assim, — 1< « «2. 18. —2< x< 0 
1- ю< я <—1,0л&1, 17. —2<л<® 18. leal iere +. 
ъ. east 30. 1& < 100. 21. йк AO EL EA.) 
|22. фія) = Zrt — 308 10, ple) =— x + Gw. 23. а) Раг: b) impar; o) par 
|a) impar; e) impar. 24. Indicação. Emprega-se a identidade /(s) — jum +t + 


+ But fal ж) Peete, rm 2 


à) periódica, 4 = m; e) aperiódica, 27. y= È x, se0 <x < ci y 


ж 
ПЫ parc Tm 23; d pe 
j A 


laica, T. 


b к 
precrcas=-L э e 0 > + > > 5 = һа — e0 e > 4 < a nn 
22 2 ^ 


qnando 0 < x< hi m — gih + gal — h) quando 4, < » < h + hi m = gih + gaha + 
[+ gls — 1, — 1) quando d, + le < * < h + h + h md 29. p(s) = 28; piola) 


|= 25. 30. s. 31. (x + 2) m-i; $a 38. а) y — 0 quando x — — 1, y>0 


О er E ET 
РЕР quado o crc stores Fo dino 
quando — oc < x < + 0: d) y = 0 quando x — 0, а= — J3ex—|/3 y^ 0 
ime Va iei EU DEDE CI EM YE é 
XD ER CUR cc crc Ra f ih 
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<+=,у<0 quando esc 39 a) A < + i 


те A VI Se rcm 


a) х2 10(-0<y< +); 95-142 )- <93] 40. cy 


quando — co < y € 0; «= VF quando 0 < y < + о 41.a) ym um 1—5: 


T curan ау ceu wir gum s a) y orien ik orat 
b y=, n e) y =1 te Ру ЖА 

m at, 42, a) y = sent sib) y = arctg йз: e) у = 208 1) зе ll 1e 
Уша к> а-ар p= =ош aê Vr e Inl < Vans D) y 00 109, 


© > >1 у= = quando = e < # < 0 e у= я quando 0 < x < + o0. 


47. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. |. 51, айдо. Completando quadrados no 
trinómio de segundo grau, teremos у = yp + als — x) onde —bjza е 
ja = dae — алуа. Donde o gráfico procurado é a parábola y = azè, deslocada ao 
digo do eixo OX na grandeza x e ao longo do eixo OY na grandeza jy. 53. Indicação. 
Net o apêndice VI, fig. 2. 58. Indicação. Vor o apêndice VI, fig. 3 61. Indicação. 


Este gráfico é а hipérbole y =  , deslocada no longo do eixo ОХ na grandeza s, e ao 


O a E 

3 sls | (comparar com nº 61). 65. Indicação, Ver o apêndice VI, 
CE e ia уно E 
шша сд А С к 
EXC ЛЕТА 
и а ço o ы 
заваараа 
ды Е mto pc 


lungo do eio OX за grandeza 12. 90. Indicação. Supondo a = Асте e b= 


= — A seng, teremos y= 4 sen {у — 9), onde А РАВ eg = Arctg (- 


Em nosso caso А — 10,9 = 0927. 92. Indicação. cost к = + (1-+c0s24). 93. Indi- 


cação. O gráfico procurado é a soma dos gráficos y, = x е y, = зел s. 94, Indicação. O 
gráfico procurado é o produto dos gráficos y, = x e ya = зеп v. 99, Indicação. A função é 
par Para x >0, determinamos os pontos para өз quais 1) y =0, 2 y= [e 3) y= — L 
Quando x > + co у > L 101. Indicação. Ver o apéndice VI, fir. 14. 102. Indicação. 
Ver o apéndice VI, fig. 15. 103. Indicação. Ver o apéndice VI, fig. 17. 104. Indicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 17. 105. Indicação. Ver o apéndico VI, fig. 18. 107. Indicação. 
Ver o apéndice VI, fig. 16. 118. Indicação, Ver o apêndice VÍ, fig. 12, 119. Indicação. 
Ver o apéndice VI, fig. 12. 120. Indicação. Ver o apéndice VI, fig. 13. 121. Tadicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 13. 132, Indicação. Ver о apéndice VL fig. 30. 133. Indicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 32. 134. Indicação. Ver o apêndice VI, fig, 31. 138, Indicação. 
Ver o apêndice VI, fig. 33. 139. Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 28. 140. Indicação. 
Ner o apéndice VI, fig. 23. 141. Indicado, Formamos a tabela dos valores 
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EEE ER EET IFES FES 
FUR И EL E LAE IEE a 
AE ES TE SEE БТ 


Construindo оз pontos (s, y) obtidos, temos como resultado a curva procurada (ver 
o apêndice VI, fur Ba). (0 parâmetro 1 com isto não é marcado орнала (ает 
142) Vero apéndice VI, ig. 19. 143. Ver o apêndice VI ig 27 144. Vero apêndice VI, 
dig. 29. 145. Ver o apéndico VÍ, fig. 22, 180, Ver o apêndice VL fig. 26. 151. Indicação; 


Resolvendo a equação em relação a y, obtemos y = 2/23 — ж. Depois disto é 
[fácil construir a curva procurada por pontos, 153. Ver o apêndice VI, fig. 21. 156. 
Ver о apéndice VI, fig. 27. Basta construir os pontos (s, у), correspondentes As abscis- 


ms 450,48, ta 197. Indicação. Resolvendo а equação em relação а x, tere- 
[pos x = 10 1g y — yi) Dat obtemos os pontos (x, y) da curva procurada, dando 
ordenada y valores arbitrários (y > 0) calenlando, pela firmal (9 a alicia x 
Deve-se ter em conta que lg 3» ло Quando y => 0. 139. бейка. Domande de 
coordenadas polares 7 = Va e tg у = Z , teremos y = e? (ver o apêndice VI, 
dig, 32). 160. Indicação, Passando às coordenadas polares я = r cosg e у = sen p. 


3 sen q соз 
teremos r= DSO Ф 99 9. (ver o apéndice VI, fig. 22). 161. F — 32 + 18C, 
cos р + зеп! q 2 


162. y = 069610 — э): vga = 13 quando s = 5. 163. у— © sen 


UTR 
Pyme 7 


quando z = E manei, nod b) = = 0,68; c) x= 137,  — 10; 
Фф ж = 040; ух = 150; 05-085 165, a)n 2 4-5; x75 X —2 
Ым 3, у= —2; җ=—2, y=-3 1-2 pm); X3 у= 2: 
|dn-2»-2: у 3, уз — 25; dna — 3б, ун — M үш 27, 
x yz 


‚= 


[n ® 29; «m A9, X 1,8; MDA um — 1б; or 


yr 1 д 
> р. а т>» у н>; онза 


167. n > Û — 1N 0) No 9i 0-99; e) М e 999. 168, a= феер 


a) 0.92; b) 0.002; c) 0002. 169. a) lg ж < — N quando 0 < x < BN); )2º>N 
[quando я > X(N): с) |/(s)| > М quando [e| X(N). 170. a) 0; b) 1; O 2; 


a Zam taaan meon атыз. vedo gni. mob 
30 2 2 4 3 
Indicação. Usar a fórmula 14 2+.. + nt = + mim) (2e + D 179. 0. 
380. 0. 181. 1. 182. 0, 183. о. 184. 0. 185. 72. 186,2. 187. 2, 188, oo. 189.0, 1% 
291.0. 192. 1931. —3 194 co. 195.2. 106, 


2 200,3. 201.2. 202. 1. 203, — 


mussosras = 
2.1. co 200 ےا‎ ze - i. anoo аз t. аз. — 2. 
hy sys 2 2 


1 n a 1 1 
+, 218.0. 216.0) L sen 2; b) 0. 217. 3. 208.2, 219.1. 220. к.221.1. 
aw з. 215.0 216.0) 5 » i i i 


1 
cos 0223. — sen а. 224. т. 225. соз ж. 226. — 227. a) 0.; b) 1. 
22. = 


2 1 1 1 1 2 
. 1. 230. 0 231. —L. za È (at mn. 1.261252 
zm. 2. 229, iom. D 1 o — wen) i i 


235. т. 239.1. 20.1 20.1 242 1. 20,0 
4 4 


1 
ES 
. 45. O. 246.67. ZAT. e 248. 01. 249. 4. 250. e. 231. е. 


i B 
= lim [1 — (1 — cos aj = jm (1 — 2 sent 
9 EO E 


então lim (cos а)” = e 1. b) 


253. in 2, 254. 10 lg e. 255. L 287. — 1. 258. 1. Indicação. Faser ef — 10. 


onde а — 0. 259. in a. Indicação. Usar a identidade a — ein «, 260. in a, Indicação. 


Fazer Û = æ, onde a 0 (ver n* 259.) 261. b. 262. 1.263.a) 1,0) т. 2063) — 
bj 1. 285.0) — 15b) 1. 266. a) 1:0) O. 267. a) 0; b) 1 268. a) — 1); b) 1 269. a) —1; 
BL ато mi f Ш Selle Sax йй = 0, 1, £ B, então 
ш» теу О; ses mAn, endo crac ley ml. 272, у= a quando 


۵ > > ус quando = 1; y= 0 quando 1> و‎ [el کو‎ - E 
z 


quando x< 0: у =O quando x= 0; y= É quando 420. 275. у= 1 quando 


16-95 
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loe «1 yos quado I<a<o 1761. zm. m ©; да o. 

cy а E + = р; Ace. 
Vei 


а-1 


1 
(278, s. 279. xR. 280. - ай. du. 282. 


pas. 9. 286. ko را‎ è= oO; а reta у= э é a asintota da curva y= = 


КЕИ 


interesse composto"): Qu = Оу. 288. 151 > a) 1x] 10; b) Ix] > 100; 


ipe que O<e<1 а н <O 


o) je» 1000. 289. 


ы w= 00003; 0) lr И < 00003. 20. lr zie =; a) è= 


D 
————— 2. 292. 2) 15093; 
————P— 
299. 3. 300. a) 1,03(1.0296); b) 0,983(0,9849); c) 3,167(3, 1623). Indicação, /10= 
Lais ford, a sss поо. эш, 9 toram; э LOL: 


000050008): 4) 38733,8730); з) 1121129) 6) 0720490: 7 06004199. 
ж. a) 2 4: Q ESO Z. 307. Iulio Se x > Û, então quando lax] 


teremos | VFF AF — VFI = |As Ух + Ax +Vx) < |Ax|/Vx.. 309. Indicação. 
Utilizar a desigualdade | cos (x + Да) — cos s] < | Ar] 310.) 5 + hr, onde k 


é um número inteiro; b) x s£ km, onde & é um número inteiro. 311. Indicação. Utili- 
zar a desigualdade || x + Ax | — ls] < lAs]. 313, А = 4. 314. 0) = 1. 315. Não. 


316. э) / =»; 0/0) = 2: 90 22: Ф NO) = 2: 6) 10) = 0; 9 O) = L 


317. ж =2 4 um ponto de descontinuidade de 2% espécie. 318. x= — 1 é um 
ponto de descontinuidade evitável. 319. x = — 2 é um ponto de descontinuidade 
de 2* espécie; x = 2 é x — 2 é um ponto de descontinuidade evitável. 320. « = 0 é um 
Ponto de descontinuidade de 1º espécie, 321, a) x = O é um ponto de descontinui. 
Wade de 22 espécie; Б) я = 0 é um ponto de descontinuidade evitável. 322. x O 
um ponto de descontinuidade evitável, x = Am (k = 4 1, 4 2, ..) são pontos de 


descontinuidade infinita, 323. v = 254 + É (4 = 0, 41, 52.) são pontos de 


“descontinuidade infinita, 324. x = kr (è = 0, + 1, + 2, ..) são pontos de descontinui- 
dade infinita. 325. x = O é um ponto de descontinuidade de 1% espécie, 326. x = — 1 
$ um ponto de descontinuidade evitável; x = 1 é um ponto de descontividado de 
fa espécie. 327. x = — 1 é um ponto de descontinuidade de 2º espécie. 328, x — O 
é um ponto de descontinuidade evitêvel. 329. x = 1 é um ponto de descontinuidade 
Че P espécie, 330. x = 3 € um ponto do descontinuidade de 1%. espécie. 332. x = 1 
é un ponto de descontinuidade de 1° espécie, 333. À função é continua. 334. a) х — O 
é um ponto de descontinuidade de 1% espécio; b) a função é contínua: c) x = hr (А 
é um número inteiro) são pontos de descontinuidade de 1º espécie. 335, a) & = № 


Respostas 403 


(4 &um número inteiro) são pontos de descontinuidade de 1* espécie: b) s = Ah yé O 
é um número inteiro) são pontos de descontinuidade de 1* espécie. 337. Não, porque 
a função y = E(s) é descontínua quando x = 1. 338, 133. 339. Indicação. Demons- 
trar que quando a, é suficientemente grande, temos P(— 4) Р(х) < 0. 


Capitulo п 


за, а) 3: b) 021; c) 244% 342. а) 0,17 b) —3: ©) VETA a. 344. a) 624: 
39607 021; 100; 9 — 1: 0000015 348. a) ади, a: ы dir a (A: 
+ Es T Ar 

зае + جمد‎ + (Bat; 0) — 17 (АЯЙ, 2: Vac үр 
vii эЧ» + Ая} AA E 

1 20“ — ay ET 
=; de —1); i$ 

Teráe. qe OEC УЕ 


346. a) — 1; b) 0,1; e) —A; 0. 347. 21. 348. 15 соја. 349. 7,5, 350440) — а). 


351./(9) = lim AEAN A, 352 a) 2 : ره‎ d$ 49 
E Ax ar LET 
grandeza do Angulo do rotação no instante 4. 353. a) a 


+ onde рва 


T é a temperatura no instante £. 354 % — tim 20, onde 0 6 а quantidade de 
de so Dt 


күз Am Am 1 
substância no instante /. 355. а) Ê; b) lim . 386. a) —L 20,16; 
Va? ES o nC 


5 E: 
b = 2 а 0218; ә — 202 2-02; ویر‎ жес} ж. 
deem ) р “— 0240; ورو‎ — 025. 397. Solução. 


Н fete Aa) ت چ‎ a 
Sam E ЕЗ > 
КОҢШУ: aro А cam = cos Ай м Ае 7 
E A A а, Mae ap 
O ORE e a e 
а) ZL. aso. L. sotução. 118) = ша (ELAS A ym 
a CS 
вде 8 1 


Es этү А + У@® + Аз) В + YS] aes O A _ 

Eo 360. (0 = —® 70) =0, /@ =O. 361.2, = 0; sa = 5. Indicação A 
equação 12) = До) para а função dada tem a forma 3% — 2% 362, 30а. 363. 1,2. 
364. — 1, 365. f'() = 1 ма: Е tg ф = 3. Indicação. Empregar os resul- 


ЕЛ 
tados do exemplo 3 е do problema 365. 367. Solução. а) 700) = lim A 
А е о. 
$9 а Е ы. E = m احا‎ 


26% 
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[sen Ael 


х eee t 
2 am +0 
pro. 2as +. 371. — 


ма. зб pne zia La 


2 372. шта 4 мш n) min, 373, =. 


E 


PS LA, 
CSS ane 
1 
з1. LD. 382, 5 cos я — З зеп х. 383. E 3 
PUTA E [77 


AS. зеп. 386. у' — 0. 387, etg — —L 388, are sen a + 


sent x yr-s 


80. x arctg s. 390 a (e 7). 391. же”. 392. e mt. 

ains —n 

94, (cos x — sen э]. 395, а^. 306, e [arcsen x minime e 
à x ( +2) me 


E E E 


401. son һа + cos hx, 
"= эю 


CL кэс um ia таша кыш 
-2a 1 1 

Lus. +. Ме senha + are sen ж. 
A pm yis FIT 

ме сааш EE < 411. 124b + 188%y, 412, 16x(3 + 259). 

(1 e 

lus. 

Jaro. 

|. 
3 cos x + 20m x les. | 3snr 1 

з. ~ E 426, > 
3V3 sen x — 10 cosy 3yens Costs ҮТ АУТ аспа. 

las; 1 "мека *" ag, ES ao +! 


ENS "Lea larga 2 
432. (2x — 5) соз (0 — 5а + 0) — E 


PEN 


|433. —a son (ax +B). 434. sen Qt p). 435, — 2 — 595 азб. 


А 
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А! 
1+ 
446, sen 212 t сов 2002. 447. 


443. —i0xe9, 444, 25558 1n 5. 445.25 10% (1 + x In 10). 
2 

ав. Б 

үг” 2+7 


449. ctp rige. 


Е Ee OU a erga, 
E з ams (93 sen # — farcsen 4) YT — A 


1 1 1 1 
RETF FOIE TTF a MET LET] 


455: Solução. = (sen? 32) cot Ž + sent За (sent HELL 
x Seo E + sent 3x -2 cos A (m 
2 sent Sp cos ے‎ sen E. 456. T 
É 3 EA ГЕУ 
2-1 1 
as, . 460. аы. — É 
AVES Eri MAR [ДЕЛ Y 
ма 1 
3 ТҮШ. — EE 
e ed E К ÓN А 
abes? He + ba") . 467. — 468. LM 
e (а — banm (r + 2)* 2Va— 
aa + 2l +b + ez + eb + be a. ayo, kay 
469. Бадан ы ‚аю. 
20а (+000 T syy Vo + Var 
i 2- AUT 
2 n. em. 2 404. sen? x cost x. 
СИ) Уйу = yh VE 
475. — 1. 476. 10tg Зя sedi Sw. 477. 4 соз st, 478. 38 sen 28. 


З cos х cos 2я. 480. tgir. 481 


sos 2 


1 arcen x (2 arccos x amen ) 
ez VISA 
xao VIE 


(TD 
490. 2үЖ — 35 (a > 0). 491 
1 


pt арт шх 1—2scosa + at 
т « 499. Ee? 500. sen 2 xe" *. 501. mpl 2ma™* +0)? ате Ina. 
e 
ке АШЫ кен} tea шали лин гүн м. ме. A e 1a A 
Wes 


3 эж RATER T 
as bx +e 


5%. — Бушап Ye ala a). 507, 


hos 


pia. 


CAPITULO n. DIFERENCIAGAD DÁS FUNÇÕES 
z A . 510, Ya. SIL. i si 2513. — LE 
Vapa CE VA ET DIE 
عد‎ Md UE 


2006-20-39. 


ЕС 
‚ зз. уй =й. зла. озю. 

1-21 6-2) 
osa TEER, 322, VE sen in x. 323. Û, : 


p 


.. [22799 In 2 4 2(1 — arccos 3а)]. 527. [39% 103 + 
ns! +2 D ( 


sas. 


43. 


57. 


E cos ax cos bs + b sen ax sen bx 1 1 


.sm. 3 
cost us * ae pia) 


Ux 2 
VI Яана x = Wier TEE] 
E 2 8-3 1 


a= 


|539. 6 th 2a(1 — tg hë 2x), 540, 2ctgh 2з. 541, SE. зр. 


cos 2 ena ee 
ма. a) y 


pesci. m. re = | 
M. а) 0) 


ло = FM = 0; 0) £2(0) e 610) nào existem. 555. 1— x. 556. 2 + 


s. эз. E E 
DET EES [E 


^ 537, Gsen ht 2r: cosh2r 538. dista cosh Bx + В sen h Br). 
2x 1 


Yapa ETC 
= 546. x Artg h x. 547. x Arcsenh y 
ао S 0: E © 070 o i ан. 
ZT quando x < 0, 145 
е М = 
1) = 1 DAO = 2.70) = 


2 


зн. .osas. 


59/29 1440 70; 


#3 


. 558,0, S61. Solução. Temos y'= 71-3). JA que c Z, então 


Zü- пов зу 1 — 506 (1 + 2a) (14 I + 201 (E + 


TROP _ EA GF + оу 420) o 

exe) (1+2. [UIS ES 
cies |= GT [CE O 
а + "um (— 9 (6— 3 Yi — nt (i — 
Pe =. dO E 


‚572 Ll). 573. P+ 2 1n x). 
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8 ا ا 554 2 AAA‏ 


14 xj аан 
аан a A e. 
KEE) 3 es z 2 
14 562 
583. E . 584, 22 . 885. decim . S86. 3 ” MLL LI 
TEY [Er 1528 зүг TES] 
è B PRE e ED 
E 0 hn SOL age Sai 
а * T. ad ES 1 quando £> 0. 


593. — 269, 594. tg £. 596. 1. 597. оо. 599. Não. 600. Sim, já que esta Igualdade é uma 


identidade. 601, 2, 602, — YY 603. — E. өм. — LLL cos, |f. 
5 ay » dy > 


P 
so. —]/ 3. өю. ze = y it 

= MP Ia 103 003 y 
воо. —1 610, cost _ 


612. (x BY". 613. y= 


E n 

x-y +» 
Du 1 

. бів. ZII 2. 625,4) 0; b) L; c) 0. 622. 45º 
PEEL * 2 


[Dic bl: 
а“ rcu 
вз, y—3—0:4 42-0. 632 41-0; y —0. 63.9) y= 2r; y= — y, 


00). 626. (1—3). 627.y= а-а l 


t) x- 2y—1=0; 2ypy-2- 
Фуа уні 
2 y+3m 


EEE e NEEN 
ЕНА Е 
Еле E 
XU sx cocus eR эз 
Mc HET ы ше рны a 
у= 25-2; p= + 


no ponto (i i y= — 242; y=x—2; no ponto 


2 


(30: y=2r— 6; y= 639. Me — 13y + 12 = 0, 13x + Му — 41 = 0. 


640, Indicação. A equação da tangente 4 Ê 4-2- — 1, Portanto, osta tangente 
UE 

corta o eixo OX no ponto (25; 0) e o eS OY no ponto P(O; 23). Procurando o 
ponto médio do segmento AD, achamos o ponto (sa: Ур. 643. 10°30. 644. No ponto 
10; 0) as parábolas são tangentes entre si; no ponto 


arte MBB. 68. Sj = Sq =2: tn 2/7, 6d. 


зава É tg ©; М = 2a sen LS = 2азе* L: 5, 
2 z z 
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m EI MILI икн =? 
VEFA: «e E ҮЙГЕ РЇ: t к= qu: 657. Зоја: 


o; —9 emo. Sê. 15 caja. 659. — 3 mio. 660. À equação da trajetória é ym rta — 


sez + 29.688. S, anta; Sam 


6%. 5 — ө: Sa = E 


6а O alcance de vto é 282222 А velocidade Vi] — Бый ева: 
= VA ута FF: 


2 3 
A vacante | (E + 
Mar iie tangente А меню». б reet Som sme, visite 

pd, PS MUR бшк aues com мша decide da ê эры ga 
Com Gal velecidade de 40 cm/s. 664. A área da superfície cresce com uma velocidade 


de 0,2m тё», ө volume, com uma velocidade de 0,05 mº/s. 665. E cm/s. 666. A massa 
3 


total da barra é de 360 g, a densidade no ponto M é igual a 5x g/cm, a densidade по 
ponto A igual a zero. a densidade no ponto D — 60 g/cm. 667. 564º + 210,4, 


бш. өчө +), 009, 2 com 2а. 670, 21— Уп + Tl NR 


cUm 


ora dans q E ¿a 
+ cr A A 


679. у” = 6. 680. уз) = 4320, 681. 37 = 


$110; 12; 2. өз. A velocidade v = 3: 4997. 47. А aclerção a = 0; = 
E E vier Deor rr rope 
i 


momento 1: — өш! cos at. A veloci- 
aut: а velocidade quando x = 0: 


mz cos (ан T orantem a toot a C; 
я! iko CN A M. 5 
; ga sd [204 (6 - 52]; ع م‎ y 
ET 9 [ +6 эры E gaiet 
AN [at ij hn E LR AA 
== 


cos (a+ 25] — эя» co [x + 192) — 
х EEN fn p елэ ss (++ 


) 


2 


je. 1:3 in — deco 

Ld‏ کت و :ر مم ی ع دا لے ې 
mF i‏ 

өз. AXO) = (o — DI 62.9 98:5) 2842; d VI и.а) — —; 

ATA 


A 
mun 
cy CHE, e, 697. Temos y = 1 

695. a) (140) (143); b) [ra pem. y 
UM =. Aqui não se emprega a regra de diferenciação. 699. Ime E 

Moa sen t — cont а 2] 
ears а а, 
TD Pra OR 
gu OL тоз, — É. 7%. тр. – к ЫЗ 
ay * s 


7%. 05 = 2А дов. 111/236. 710. — 1/16. 711. a) 1/3: b) el. 
712, 2; J^ саз. тз. a — — 1 quando я = Le Ак = ШЗ. 
74 dado 50. 718 Não. 719. dy = — 
gos такау = „1 0007. TAL dy = E жив. 722. 
E E EI 
de “= 
‚тв. . T. lude. 737. da x dx. 
EE ETER а 
EIA 


se q 


pom? 
b) 0965; €) 1,2; d) — 0,043; €) 3 + 0,025 ж 081 
VT а 4.13; YT e 838: VERO м 253. 740. VIO m 2,16; YT = 4,13; Y 200 = аз. 
741.3) 5; 9) L1; €) 093; d) 09. 742, 1,0019. 743. 0,37. 744. 2,03. 748. nam. 


738. 565 emi. 739. V3 ж 225; 


жанр «aso, (= ean a + کک‎ тб" Нш. 


ÁE EZ am) ao 
лзз. — p — ба + 6) n 753. ‚та. 3- 2m sen (2x + 5 + 2) 
0 +94 pum ( 2) 


yas, etit sen (a san а + ma (da) 757. Não, jà que 70) não existe. 758, Nao. O 
ponto + = É эв ponto de descontinuidade da ação 762 E = 0 70% 29. 


и z (e 
apo My po Eon em (e 0 ТЫ. E 
mesa p= don f 2. 7а er mu 


E=140(—1),0<0<1 769. sèn = 


2. 2 
o itens аа, 
Б ata n 


i^ 
24 = -% 
л + zh 


cos fy onde Em б OO L 


SIME A Ream e< 
ata =" a 
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i o» ES 
72. O erro: a) : m m Ж 
A a E a c ө: 


at 


< 0 < 1. 713.0 erro é menor que -> = Û . 775. Solução. Temos 


so = 


(«30-3 jus e o v, 


poems: (1+ 2] 


Мамам teremos: ]/ 


li" em potências de Z, obtemos o mesmo polimío o° s 14 Lp. 
К = OS 


777. = So 778. оо, mma. 700, 3. 781. 1. 782.3. 783.00. 784.0, mw. E. 
2 
вв. 1. 788. È. 789: 1. 790.0. 791. а. 792. co para п> li a para n = 1:0 para 
n < 1. 793.0, тыт. 796. Lo. 797. —1. 799. L 800.2. BOL 1. B02. 1.803. 1. 
sos 1. aos. 807. 1. 808, 1. 810. Indicação. Achar o lim > 
POP 
3 


m 
onde S. JT (к — sen a) é a expressio exata da área do segmento (R é o raio da 
circunferência correspondente). 


— 
Ere ecl түй ато оа 
Pd MPE CUu SiC 
dC SN DUET IE ME 
HUE HET Ee tuo G 


cresco; (—1, 1), стосе, 820. (—o, co), cresce. 821, (о, +) . decresce; 


Ene ge Lt E). 
аса 


(—00, 0) e (0, 1), decresce; (1, co), cresce. 827. уша = — 
+ 


1 
quando v= Û. 828, Não há extremo. 830. ymm = O quando x = 0; ma c 0 


quando ж — 12; уша = 1296 quando x — 6. 831. ушш т — 0,76 quando x 52 025 
Sir e 0 quando PE 1; yam — 0,03 quando 2 2 1,43, Quando x = 2 não há 
Elmo. 832 Мао hi extremo. M33. уша = = 2 quando » 2 0: gam = 2 quando 


Г) E 
22MM. уша = quando x= 32. 835. ушш = — 3/3 quando x = E. 


zi 
. 836. ушаа — VE quando x — 0. 837. Yu = — УЗ 


Уша = 3V3 quando я = 


RESPOSTAS an 


quando s — 2ҮЎ; ymis = VS quando x = 2/5. B38. ymin = O quando х = d li 
ymax = 1 quando x 0. 839. مسو‎ = — 2-3 quando == (а г) mi 


эке 2 YT quando *- + (=0, +1, £ 2 o). MD. уши = 5 quando 


scies ушш Sn SE quando s ar 


gm 2 Ы Jam — 1 quando x= 62h + De (b = O, kl EB <Y 


B41. yum = 0 quando х = 0. M2. ymm = 


quando xo ج‎ 


Jum = O quando x = 1. 844. уш = 1 quando ж = 0. 845. уша = 


^ 
ی‎ = quando s= 2 
as 


мт. эшш é quando x — 1 848, Não há extremo. 849. O valor minimo ém = — + 


quando y = — 1; o valor máximo 6 М — 1 quando s = 1. 850, т = O quando x= 0 
EA 
4 
quando r= M (ео. 21.42 ) 852. m = O quando x = 1; M = т quando 

1; M = 27 quando ж = 3. 854. а) т = — 6 
5: bj mm — 1579 quando я = — 10; 
Si uS quando x = 12. B56. ре — 2, g= 4. 861. Cada um dos termos deve 
mer iguala d. 862 O retângulo deve ser um quadrado com lados iguais a + 


863. Isósceles, 864, O lado da superfície que está junto da parede deve ser duas 
tt maior que o outro lado. 865. O lado do quadrado que se recorta deve ser igual 


Пы кшз ier do vos menar que do at MI, Aq 


ex = 10; M = 5 quando s = 3, 881.m = À quando ж = QE D TM = 1 


ж = 1 853m — 1 quando x = 
Ruanda уш f 


2R 
altura 6 igual ao diâmetro da base. 868. A altura do cilindro үр, o mio da 
base n [3 ond 2 e o гше aa nora dada tt А atra do cinto ¢ RVE, onde 
ко raio da esfera dada. 870. À altura do cone é 5 R. onde R é о raio da емет 
a. 871, A atra do co 6 É R, ondo яо raio da estera dada. 872, O rio da 


pum cono dor onde rdc aa don do sinto аме. e ea 
dr dane ved чыш que dinem d өнө. өте у =. to ro de 


ca a oa da emo ЕЛ. O td caido кш 4 | 5 


076. A altura da parte cilíndrica deve ser igual a zero, isto 4, o recipiente deve ter 
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Кыса үр sn 4 h 879. os i 
ЫЛЕ E TAE E 
К Жене RE er an a er cta 

2 ta 1 3 ч 
à, 2/2). 4,3). p 
(Ea e). m ee 3) мє o tai шы é mai ds каше 
1 à > £ $ Frapi, 
q a Load мз. at د‎ EO پم‎ ar 
Dz y-¿ 2. 086. x || 220; р. үзә. 887. VAM. Indi- 
| t 


cação. Quando o choque das duas esferas é completamente elástico, a velocidade que 
adquire a bola imóvel, de massa mj, depois do choque com a massa my, que зе movia 


——— » = | ЖК — mto 
é inteiro ou nto é divisor do número N, toma-se o número Ínteiro mais próximo 
MEE Me ques dur de do Como a tda Era” Жо 


r 
a TË, o sentido fisico da solução encontrada 6: a resistência interna da bateria 


deverá ser a mais próxima possível da resistência externa. OS 891. (co, 

2), cóncava para baixo: (2, co), côncava pará cima; MG; de infexio. 

Mi (ru) cara pure Cima: SD. (=, =, elmcava are balas: (73, о), 

concava рага cima ; não há ponto deinflexão. 894. (— 06, —0) e (09) côncava para сіта: 

1-6, 0) е (6. co), cóncava para baixo; pontos de intento м, (—6; р оо: 0). 
А 

mf i) 195. (oo. — 3) e (0, V3). cóncava para cima; (— VF, 0) е (V3, е), 


côncava para baixo; pontos de inflexão М, + VS: 0) e O(0: 0). 896. (o nã, 


ema E], cóncava para ama [ш + 33, ө + э E), ten para baixo 


@=0, +1, +2 897. (2hr, (2h + 1) т), 

A E ); as 

int ГҮ iS 
: 

e 


; роман бопон, [гл + DE; 


— ;5 é o ponto de inflexão. 899. (— с. 0). 
000; 0) é o ponto de inflexño. 
. côncava para cima; (— 3, — 10, côncava para baixo; 
=; E #м{-®) 901.42: y = 0. 902—1. 
IO 903. z= £2, у = 1, 904. y х 908, у = — я (esquerda), y = + 
(агана). 906. y = — 1 (esquerda), y = 1 (direita). 907. x = 1, у = — s (esquerda), 


3 = x (direita). 908. y = — 2 (esquerda), у = 2# — 2 (direita). 909, y = 2. 910, x0, 
Y = 1 (esquerda), y = O (direita). 911.  — 0, y= l 912. y — 0, ЭЗ. жс — 1 


RUSFOSTAS “з. 


914. y = x — т (esquerda); у = x + x (direita). 915. y = 


916. ушу = O quando 


VÊ O van СТ шн} = É; ponto de inflexio мул, - 2. 97 ушы, 1 
quando ж — + УЗ; Уша = O quando x = 0; ponto de inflexão Mia + 1; 3l 
918. yap = 4 эмы = O quando z= 1; ponto de inflexdo 
Mord rf min = O quando x= 2; ponto de inflexão 
MO; 4). 920. ymm = — 1 quando x= 0; ponto de inflexão Mali V5; 0) e 
ana (c 1: б) trea = — 2 quando я = Oi ga = 2 quando x — 2; ae 
assíntotas são x = L y = x — 1. 922. Os pontos de inflexio são Муд, F2) 
eint d SO, S2. yai = — Aquando ж = — l; Jaja = 4 quando + 


assíntota x = 0. 924. ymin = 3 quando ж = ponto de inflexão é — M(— VZ; 0) 
NE рга iube [16d]; 


926. уыз = 
$ 20.927. mn = —1 quando x= — 2: Jus = 1 quando з 


inflexão são — 0(0; 0) e mula 293: ^T 


2 quando x = 0; as assíntotas slo x = + 2e 
; оз pontos de 
i a assíntota é y = 0. 928. ymis =1 


quando x = 4; o ponto de inflexão 6 — M(5; Ë); as astatotas são x =2 0 


y=0. 929. O ponto de inflexão é 0(0; 0); аз assíntotas são x = 42 e y= 0. 
930. 5, 


-Z quando = 
эз1. yai, = — 4 quando x= — li ушш = 4 quando х= l; as asintotas são 
) e B(4; 2) sio os pontos extremos; mis 
quando 4 —2 2. 3) e Bis; 4) são os pontes extremos. O ponto de 
ех é (0; 0) 934. O ponto extremo é A(— 3; 0); Jmm = — 2 quando s = —2. 


935. Os pontos extremos são A(— V3 ; 0), 0(0: 0) e B/3; 0); ушы — V7 quando 


i o ponto de inflexão é rem Vs). 936. уша = 


quando x = 0; os pontos de inflexão são M, + 1; 0). 937. Оз pontos de inflexão 
Зо, ) « Mai; б; a asintota бу — — я. 938. уш — O quando x = — 15 
dus. 1 (quando x = 0) 939. ушщ = 2 quando ж = 0; os pontos de inflexão 
são Milk; VI); а asintota 6 у — 0. 940. yam — 4 quando же — 4; 
uus Ж quando z= 4; o ponto de inflexio é O(0;0); a asintota é y = 0) 
1. Jasa = VT quando x = 2, уш = YT quando x = 4i ушш = 2 quando x = 3 
ME ыо т = о; si mitos Ma x E 2 ЭЗ. As эшш» мю 
ys 


Y: 
x= 20y=0. 9H унь LE quando x T: tou = — yp quando ru 


yz 


үз э pontos de ылым o (5: — 2). om 0) e (2): ® 


assíntotas são x = + 1. 945. уды = 


*(9: yu) 


inflexão é М z $) 
= 


3 quando = 6; o ponto de inflexio é 
y» 


a asintota é к = 2, 946. уш = + quando x = 1: o ponto de 


a asintota бу = 0. 947. Os pontos de inflexão sio 
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о А 
i 
alo 4 кшш into не CO ممه ره ممست‎ 


po 


quando * = 0; os pontos de inflexão so Mal 1: 2): а asintota € 


>= 0. 950. уш, = 1 quando х = 41; Ума = O quando ж m 0, 951. ушы = 0,74 
MA 139, o ponto de inflexão é MONS я 14,39; 0,70); аз asaintotas 


[quando 


beso ۵ لوه‎ 0. 952 ymi = — É quando + 


f) 


+ 1 
a assintota é x — 1; y>0 quando x > 0. 954. ушу = — я 0,54 quando x = — 
Jat q a = 


о ponto de inflexão é 


953. ушы = e quando y 


; o ponto de into м[а 


— Las — 086: yag = 0 quando x 


o ponto de inflexão eufi- is- 


-> 0 quando x-> — 1+0 (ponto extremo limite). 955. уш 


= 062: 1 23) 


quando х = + YZ; os pontos de inflexão são M, (+ 1,89; 1,33); as assíntatas são 
а= + 1. 956, As assíntotas são xy = 0. 957. Às assintotas são у = O (quando 


æ) е y=—x (quando x->— оо). 958. As assintotzs sio s= — 1.‏ + جع 


959. È uma 


i y = 1; a função não está determinada no segmento [— 


função periódica de periodo 2m. ymin = —]2 quando + = Ae hr: ous VT 


ando ae & ушей =, 41, 22 0) on ponton detecto ão му[2 ++ 
E 


+ dm; o). 960. É uma função periódica com período 2x. Ym -4 ҮЗ quando 


¡os pon- 
3 
VB). oem. £ uma 


ação peritia com peto In No етем Гек] = ando E 


5 E a 
[e= Er tam nie $ YT quando so E т (i ж, +2.) 


[ке de inflexão são Мк; 0) e No [arcos (==) +2 


= 72 quando x = tm sata = O quando x 
dis 0,57; 0,13) е МГ 220; 
periodo Ar. No segmento [0, 2 


1 об [pontos de дә eto 
0,95), 962. É uma função periódica impar com 
miz = 1 quando к = 0; уш = 0,71 quando 


Уша = — 1 quando хел; Jai  — 071 


= E; ymis =1 quando ж = E 
i mas 1 5 


3 3 
mando s— 2 т; ymi = — 1 quando x= 2 
i que 2 


s de inflexão sio M,(0.36: 0.86); M, 
(4,35; — 0,86; Ma(3.30; 0). 963. É uma. 


Jeux 1 quando x = 2r; os pon- 


O): муз,51; — 0,86); 
função periódica com perido 2r 


a x 3 
is = PE quando + = E 4245 sie — YE quando ж Э + 2 = 0, 
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41, 42,..); аз assíntotas sio x = Û e + Am. 964. É uma função periódica com. 
+ 


а 


assintotas sio х = Û m+ Ал. 965. É uma função periódica par com período 2x. 
4 


duri 1 
No segmento [0; n]: Ymir = Ê quando x = arccos — —; ушу = 0 quando 
А 


3ys h га 


iam = 0 quando x = 0; os 


quando x = arccos 


A E SENA 33 үз) T 
р e ETC 


— AV) is £ uma função peróica par com periodo 2. Хо segmento (0, 1): 


2 E 
jo # = 0; Ум —— (— DL); ушы 
Эш» = 1 quand: p э a ( y 


— 1 quando x = т; œ pontos de inflexão 


zs к=]: YD e VA 319) 


967. £ ma função impar. Os pontos de inflexão à Myr Kx) (h = 0, +1, 42, 
965. É uma função par, Os pontos do extremo são Aalt 2,83: — 1,57); Ymir = 137 
quando a = 0 ponto de severo; os pontos de айтар são Mali LA 050) 
Ж. А função é impar. Seu campo de existência é —1< т< 1. О ponto de 


inflexão € 0(0; 0); as assíntotas são x = -L 1. 970. A função é impar. Ymax = -T — 


А 3 е 
4 he quando s = E А: vem = = + 14 2k quando a = x + ni 
24 +1 


o ponto de inflexão é Malbr, 2h); as assíntotas são x = m xd 


as amintotas são y = — 


+2,..). 971. A função é par; yat = 0 quando + 


прамо x> — e) ey = Eat (quado ace + 0972 Ya =O 


quando += 0 (ponto angular); a astintota é y = L 973. ум = 1 + quando 
a = 1: Jais = SÉ — 1 quando = — 1; o ponto de inflexão é (centro de simetria) 
(0,1); às assíntotas são y = ж + 2л (esquerda) e y = я (direita), 974. ymin = 1,283 
quando += 1; Уша 52 L836 quando ж = — 1; о ponto de infexão é »( o i 


A (quando x — + ec). 


as assíntotas são Eis (quando x» — eo) e y 
975, As asintotas são x = 0 е у — 2— In 2.976. ушы е 132 quando s = 1: a assin- 
tota é x = 0. 977. А função é periódica com período 2%. Yai = — quando x 


з 


тт 
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ау 


+ @#+ 1) m: e F | 978. Os pontos do extremo sio 4(0; 1) e B(1; 481). О ponto 
de inflexão $ M(028: 1,74) 


979. O ponto de inflexão é M(0,3; 1,59); as amíntotas 
ЖАЛА, зз 2T — co) e y 481 (quando x.» + 20) 8. © campo de 

conju tervalos (247, 2йт + т), onde A = 0, 
EN & ® 1. A função 6 periódica com período 2e: шк = 0 quando x = E 4 
+ 2k (h= 0, bl, 42,..); as assintotas são ж = kr. 981. O campo de determi- 
mação 6 o conjunto de intervalos ( a]. e+) j. onde é um ni- 
mero inteiro. A função é periódica de periodo 2л. OS pontos de info sto 
Ma(2kn; 0) (k = 0, +1, 4 2, ..); asassintotas são x xli 982. O campo 
de determinação 6 x > 0; a função é monótona crescente; a assíntota é 4 = 0. 
983. O campo de determinação € | x — 24x] < 7 (k= 0, 1, £ 2,..). A fanção é 
periódica com período 25, Yaim = 1 quando = = Av (A = 0, 41, +2, .); as assin- 
otas sto з = E + am. 984. А assíntota é y а 137: y > — É quando x-0 (ponto 
limite do extremo). 985. Os pontos do extremo são Aalt 1,31; 1,57); yam = 0 


A037; y > 1 quando 


quando + = 0. 5%. Уш, = (5) = 0,60 quando у = 


lx > + 0,987. O ponto limite do extremo é A(+ 0; 0): уыш = 2* 0% 144 quando 
ig = 232,72; a assíntota é y = 1; o ponto de inflexão é Мүф,38: 0,12) e MAIS, 


140. 988. жы = — 1 quando = 10 3): doin = — quando do E DES O 
|089, Para ober o gráfico & suficiente variar £ dentro os limites de Û 4 2x. жан = — a 
quando ¿== 0): жыш = а quando t= 0 Yo б); Joa {шо de 
reversão) quando E {к = 0): ymiz = + a (ponto de reversão) quando 


| = 2 (= = 0): os pontos de inflexão quando £= 
1f 9 E Я + 4 4 4 


2= j 2]. "леч — dem 1 loas 
e = ni -це o ponto de as a(— Tr. yr) 


[eoim tm — VZ o (va 7. T) an b= VE; га машына Мо x — O 


FONT кыр pus seti Vae eed T C сы SM 
ta 6 y Ze quando (> +. 992, Yara = O quando t= 0. 993, = ® dr; 


y 
1 o. aja ат 


DICT ds cos gm 
= 


posa = Lisena=— É, 994 dem 


cos a = — cos E; sen æ — sent. 


1001; 
E 


NTE de; copo Î. 1002. ds = 


RESPOSTAS. 417 


1000. de = aV TF FF dp; cos B = 


2 


= cos 2. 1003, de = a cos Ê dpi sen ф— cos È, 1004. di = YT T Ui dp: 
2 2 2 


I fL Eu ЗЕ 


1016. R = 


A a sen ze 
2 


4 
|i 


1020, Rom [pl 1022. (2; 9. 1023. (La, 


1017, R= qat) R = VIER 1019. R 


пов 


CST) 


ias (e e + (y= rmmeemeoos-s mmn 


$ (X — pj (parábola semicibiay 1027. (0 4 (Yj? — e, onde att, 


Capitulo ту 


Nas respostas deste capítulo, para simplificar omitede a constante arbitrária 


adicional ©. 
1031, 2 0847, 1032, 20044084 
7 


ab вт 


M O А аа 
EEES 


3 


зк. 1033. 


2 iosa, at + 
2 


ps. 1036. 
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ama | zem 


museum EE ge 


1 x 1 e 
1043. -L arctg E. 1044, E 

y yr ПЕЛ РЕГ] 
hoas. dn (+ + VIE 3). 1046. arcsen — 7— . 1047, агсзеп —— — In (x + VE + 2) 


HA Га 
048". а) tg x — я. Indicação. Fazer tgis =sectx— l; b) х — tgh x. Indicação. 


[cd 
[Fazer tgo e 1 . 1049. a) — ctg x — 25 b) = —ctgh s. 1080.-007. 
Lo cos htx 3 + y 1n3+1 


“ão. ( EA 
ee E БА... 
Д ‚эе RES, 
ES 
qua کی‎ e EA. cremari m oes 
EA З 


p 
к 


u А а 
چ ورور‎ 2]. 1054. 2 —L аја e]. 1055. Eat 
+ 1 0 Tm 1 = 


1051. ain 


Mor pelo denominador, obtemos Es 


mm [uz + Bl 


A изв. E ہہ‎ 


|+ at + 2x + 3in |x — 1]. 1059. а®х + 2ab1n]x— LY lle +I + 
1 PEA q 0-1 zoe 

. Indicação = dr £ 1 

esa 5 аз $ rr dues (x 


os. — YT. 1062, — E 


. 1063. YET 9! a 


+1 1 3 
36 yayi wa 2/7 + EZ 10658, Lane 2]. 
Y 2 yis «( 3) 


loco Lu ES | go NEA EEB ci 
ara aVT +22 ү“ = | ya b—sfa-b 


» 20 5 
hose. » — VZ arctg <£. 1069, (Lp É to jus etl] 1070. + Stt 
VE мек ão (25$ ) ise 


Tu D ST TIER. 1 5 
4) + are. 101. Lt (VZ а | TFE. 1072. arsen [s || 2 ]- 
| و‎ + гаш =. ол. ln 20 «+ ETE 7 ( 2) 


DERETA E (ү? 
EVE | vp arte (02) 

13 YE ҮЗ ALT 

Сте +. mes FIA L in (ey + УЗУ ЕТ). 1076. 934 


5 


073. Lm 13 — 21 
3 


[esee т spec sp tem Lim teo. 1079. Lie 
т 


1 ar 1 1 
arctg 2%, 1080, Û aresen E. 1081. Û arctg ss, 1082, 1 In |а? 
PL arte E л a y uote E * 
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2 
ИДЕ 
_ VEE E. oes, шүү). 1087. — fe пва 


(= 
2 П 
AL ges Ene em 


+ КЖ. 1089. 2 yin. 1084. 


1 
Fma 


e 


2517 Ap LETRA EN 
1096.2- 515, 3007. m per — 1. 1098, — Vía 1099, Заал 4 i] 

xm D | ss Ve be Al * ) 

x 1 1 2 
ne. £— ln (2* + 3). Indicação. 3) E 

DE e = o(s) 
nor. — anti). noz — L m| LEEY |. aros, aresenet, поя. E x 

ma 2 |e 4 7 > 


x cos (а + bs). 1105. VZ sen 1107.2 sen Y 


2106 — niente mp Z — E Ê, nose Faner asit nm Licor 20: 


sen 2# 
4 


ши. Lig (ax +8). 112. — 


Indicação. Ver indicação para o problema 1109. 


ı0. 
ga 


HE узшш 


2 


лич. 
2] 


| їїїб. L tg (o). 1117. L cos (1. 
2 2 


"(t 


arto 
2 


sz aus 2= | 
в. x — Leg sZ Enn 


Pa 
zb 


1119. —1а [cos al. 1120. la |sen |. 


ua, te tn [sen 122. 3m [een E 1123, — 21a | cos VF |. 


тг. Lijsen (+ DL Mas tn ptg xh 1928, on Ж. пш RESE, 
z a7. E 
1 П ВЕ 
A из. Û (Feo ию. — -i үш 
4а sent ax 3 $ à 2 
us. — 2 OFT. ux il nasi gne им. E 


mos. S (esee ) тз (n | 
3 


+ 2senax). 1137. 
2 


2 3 ا‎ 
асн |. 1138 2 cosh зу — À senh x 1139, —— L sen h 2r. 
g Jx. s 3 + 


cos з=, 


1140. a Jun Fl. 1141. 2 arctg o 1142. In |tgh eo 1143, In cos h se 
2 


27 
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114. 1n sen hol 14s 1a at — a + ц 


1 “ 3 2 
1147. h arctg ŽE. ама. — Û ae, ¡ES ( 2) In («3 
ys Кау 5 + 
ЖҮГҮ ЗӨ). ию. 55 


—fope-impertn nsn. cos x 
2-54 Deb ML DS. 1882 0) ecos e| 


niti d (nue or + tg arl + o s. tane erit 
ү Ж 
МЕ aT us a 
2150, L arceen (а). 1160, Û tg ar — e 1161, 220%, 
2 Loja ar 2 2 2 
iud و‎ ЕНЕ E. 
nes ata e + 2] |. ne. A nem —гш» уг 
| AE eT 
ше. Lin «| иө. өш, ALED ag x, 1168. — In |sen x + 


ELI 


1174. а xen. nus. 1176. da (e + 


IET 
Lía {> 
1 


In 


)- 1183. — 2 etg 2r. 


HBS, in (ec VFT). 1186, n У eren 2 | 


3/5. V5—sen2r 
FS 
Tadicação f а Es zc. 
TA uteri 
Hiep. ими 
pues. as Ge YT AF 1149, T een b (3). 1190. ges, 


1 ys 1 
191. а) — arccos 2 quando х > VZ; b) —1а (1+ еса): e) 1. (ee a 
= a E Get y 


py EFT aVF; o) in (son x EVER н). 1092. [E 


serm үй > a 
H паз. 27240219]. necis | ZE]. 

ini apro ] VEIA 
195. 2 arctg VET 1196. in # — In 2 la In x ia 2j. 1197, ES a)? , 


3 


nesrosras a 
2 2 Es А 
100.2 е —2 f£. 1199.2. (ot + — 5 Уй ж. 1200. а] |. 
ФЕ! e ei ETZEL 


> 1201, — É УТ 38 + acen 1202. — EI 


Observação. Em tagar da substituição trigonométrica pode-se utilizar a substituição 
ac 1. 1207, É VI + Û arsen ss 1208, 2 arcsen V=. 1210, E VF =F + 


IL xlas oe 1212, x arctg а Û 


la (1+ a. 


timi VEA, 


2 
x sen 34 | cos r 


1213. x arcsen ж + VIDE 1214. sen x — s cosx. 1215. 


241 matt E 
1216. — - аз. EPA узла, "^ fost ба 42) Solução. Em 
2º is 2 z^ 2d 


Jugar de integrar várias vezes por partes, pode-se empregar o seguinte método de 
coeficientes indeterminados: 


jat ax = (aaa + me t o 
ou, depois de derivar, 
ме (ASA Ba + C) зах (Ax + B e, 


Simpliticando por æ e igualando entre si os coeficientes que têm as mesmas potên- 
cias de x, obtemos: 


B +24; 3c B. 


Em forma geral ra f dx — Quis) ез, 


onde Р(х) é o polinômio dado de grau n е G,(+) é um polinômio de grau n com 
os coeficientes indeterminados. 1219. — «-^(s* + 5). Indicação. Ver o problema 


- 1220. — 3e F(a? + 93º 4 Ax + 162). Indicação. Vero problema 1218**. 
xco2í ума? (o, 24 10 + 1 ts 

4 8 1 
Indicação. Recomenda-se também utilizar o método dos coeficientes indeterminados 
па forma 


senda + ооз2а. 


(Pata) cos pa dx = Quta) cos Ва + Rala) sen pa, 


as vezes uma resposta que 


= Daqui para frente, em casos análogos, indicar- 
;xisténcía da função subinte- 


corresponda apenas a uma parte qualquer do campo de 
gral. 
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ade Pala) é o polinômio dado de grau т e Qaa) e Rala) 580 polinômios de grau я 
Jom. coeficiente indeterminados (ver o problema 12189). 1223. tn x — E. 


s 
ms à 
——— rr 1225, E O, 1220, 2V7 PETER 
p sn 3 
EESTI E а 1 = 
EL шеш so 5. 1. 75 arcsen so arena E YT 
2 БЫ 2 2 4 Е 4 
220. xin Ge TERR ҮТЕ 1230, — хеш ein sen a dag. e 
* een x — cos Fisen # + cos ға 3) 
|e Z|. шю. a: 
pole ; IE 
ена AE E реп (In я) —cos (аай. pg 
|234. PER 1235. 2 [sen (ln а) — ов (а аў. 1236. — G— (53 + 1). 
jar. 2 Fy. 1228. (Ese +). x» 
lass. 23 — E 51. таво. — 189921842 ES 
2 "|| O 
ma 322, P at э E ج‎ nat 1 еза 


praua dst. X24. s(arcsen x) + 2/15 arceen х — 2. 


мз. — TTG 2T Faresen VF + 2/7. 
247. E me E пора! 
Ыразы а caidas 
olução. Fazendo um яе dom TER obtemos du = drev а 
NIU » rum GOL AS 


Rees 


==) Indicação. Empregase а i 


эз. Va = 4 © нме 2 (a > б. Solução. 


RESPOSTAS E 


Vai — xî + a? arcsen ous Yat а | s + VA 53. Indicação. 


Ver o problema 1252*, 1254. — = E 34 + aresen F Indicação. Ver o 


+1 1 


problema 1252+. 1255, À arctg E 

i 7 E 
1258. Lin (at 7 13 ant 

n Y 

5 б ETE 
mE 
+ в ( ). 2 (G3 + 4) + yr tg za 
1 а 


T 6% arctg (y — 3). 1262. —L—arcsen 
1261. x + 30a (at — Gx + 10) + 8 arctg (o — 3). 1282. —- E 
1365. зуя AN TS 


1263. arcsen (27 — 0). 1264. In |= + 2 ENT IYTETI 


21 1 


1206. — 2779—79 — 9 arcen SEL р LAA 
ү ys 5 ү: 
1 a 
ъ[хүз- зя 21). 1268. om 
le a +) | 
2 2 
1269. 1270. arcsen (6/2). 1271, — 
ЕТ 
аза, ŽEL VAF + 2 (е КУЯР Э, Wm. 


+ qe en 1274. + vi 


A + Z аге 
g 


1 فسا‎ э—мак e m 
1275. — in| 1276. — + 1277. In (e* — +}1+е*+ em) 
aded ns Cm ) 
178. іа [ен w + 2 + Vs Pcs) 1279. YT Tr- 
—2amen ЖЖ Ж. эю. 3 in | ZE] (a yt b). 1281. w+ за — 3) س‎ 
y» a0 |а 
Esmit ea EUA врзе ое 
E [EN mia 
at ei A 1 
ши. seen | Seca | шы بل‎ | | ome e 
«—17 rex ”+i 4 
+13 dam ES T HIST 
16 | Qx y ax + 2 W- s—2 ЕРЕ] 
Чий pe дык о 08 лү 
Ur + 0 4902 — 5) 49) + 2) 343 +2 
1290. — 2 to 2 | [o |- 
208 — За + ap үл +1 4 xd 


1 1 1 1 
دوا ے پاد د‎ Са] 1| + Dn (tdo 3) + 
zae اد اا‎ goes ie m 
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1 = + 3 5 
TEE ums Das E Tiu jus, 2 за کے‎ + 
Er: 
sas A C EAE App 2 La) TEA mer TF. 1329. quss. у 
E NO те а } 3 
f A y ames Ia nao TAF luem Lo at REMI + ا‎ 
am 1 NT prar E 
*uys Ue ES 2 MM ич 
2+2 P 
amtp(rd 1299, лаја a E2 EES 
* d E) e 
1 dec 
Барана 1300, سے‎ (94240) = 
3 (++ 1). mo aurata Lam (o +348 Dae 2). 
mis 1 
ES ad A у E ш, 
4 + 1) (t + 2 ый: 4 Бү TR ad 
3 E dee азе + яә з 
poz, damus „е E 
ll FI 


eee 1304, x — — 2w + 2) + arctg n — 1). 
т.к к اس‎ 1р. noe È apat cii E aa at tat إا‎ 
+» быз. mmc + لی‎ к=. 
PATER В е 
Бет) acu A зе, „шч ag ão 


1 PAD a 
3310.33] x] Z in |47 + 1]. Indicação. Fazer 1 (37 + 1) ~ a. 1313, In e] — ти. À ata lil 


1 ] 1 1 PEST 
MEN T ri EET E ta DE : 
n EZET] ES 
П 1 1 1 1 5 
ma — Es = ыд =. E da |e | |) 
Sa e TE 3e T as 2 M 


БРЕТТ le eee ++]. аз. Ûy VEF- 


Ls Ye. OS 


16 cost 4w 
H 1 
1397. EZ — jsem s. mme — L etga + ctg r + w 


вш (+). 


Saya y E Fam E А * ET 
1319. Y $m lv *iys-iyr-6ys—cimire ур 5. Dita sgiam cos E) pm, зво, کے‎ — ten, 
ve 2 ТЕЗЕ: 7. * 3 

A لي 2 ا‎ +1٣۳1 1321, ar E J i . 2Yü 

ete зааж ҮТ" 75. ҮЗ М аза. — SEL ама, — 3 yas N үг: 1368. 2V 

vs yai y ET 

por ena ]/ az agrio oun P ls ps inier ЕЯ азаа =» ass, E р 
ayz s-iz41 VZ 

= Lg + 2 ESI 2 sen 25x 3 а dE E 

VATI 1320 as ed = 4 _ Dan +з Lo 

M JUI ARTT UN у E e a uus oe cm us 

cos Š — — cos x. Зза RAE =ош). 


p 
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жах | ende | мале 1 1 1 
un. «3372. L con 69 ا‎ cos ty — -L cos dm. 
2 + 20 5 28 24 в 8 
1 ES x 
1373. À аја) |. inss. 
à “):+3)| “т 
mis 
1976. — x + х авс х. 1377. In 5 шш (14 06 5) 
x z 
2-3 
tz 


ma 
1379. E e 2 m|2 sen х + 3 cos ж]. Solução, Fazemos 3 sen х + 2 cos x 
sicul 1 + 


= «(2 sen x 3 cos a) + B(2 sen + + 3 cos a) Donde 2a — 3f — 3, da + 28 = 2 


2 5 Sena t2cos, 12 
o. portanto, a= 2, go — 2. Temos ( fnb iem ہے ٭‎ PCS 
pu 13 ul се ij 


3 (Сағ +3 cos 2 
CECI ETE ———— 
E Zsen x + 3cos a 13 13 , ДП, y 


1380. — in je y — sen x|. 1381, L arctg E Indicação. Dividir o numera- 
2 2 


дог е о denominador por cost x. 1382, —L ЕЭ) Indicação. Ver o 
ys 


- Indicação, Vero problema 1381, 


Ya 
2 ++3-VB| 
ш» +э+ ИЗ 
| Indicação, Ver o problema 1381. 1385. — 


[problema 1381. 1383. Lin 


YB 


зм. Lin | 4623 
5 pz 


386. in (1 + senta). 1387. — m VZ trem tana, L in 
2/2 YZ—wen2s 
ا‎ 
2 


Indicação, Utilizar a iden- 
Re 
Tus зая 


2/2 


Pa) rmx ТЕ 


A AS 
et 


1396. — 2ctgh 2 x, 1397. In (cosh x) — 
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«ош (0*75) 


send 2r 
з 1 —À 
sean cos hs 1402: oia (2 cos h x + VET 


Utilizar a identidade 


senha — cosh a 


моз ^+! EEL, аан. $ үй n (o VE 
1 
145 É убт – Эв («+ EA, M VR o 
2 
3 mr 
+ (FEF 2 E A 


1 2-3 


—=Limizr + 14+ VFT EI. 1409. VAES ln la 34 
з 


ces d 
жү =вк=Т. 110. E а» + D (Bet 4 ax n VFT FF une 


“E.‏ 1 02 > و 
zi a 22. san . MIS. arctg‏ 
poeni MN Ку ya Ut yr" ута‏ 


[TERRE | Еч ызы ыу) 


1414, 


ПЕСНИ А 5 

d no: 

qem "n^ 1418, T. (2 — sen2x — cos 2x). 1419. ڪڪ‎ ——— — 
DE: 2 в © 2 5 


ao a) 1420. E spen # + cos a) — sena) Ма — T+ 
7 z 


ae Dome na hee M22. s- In (2 + e 2 y 
3 


FE) 


its 


ema e] tee nnne TE — 
TE 


ий” F la 
з 


Н! 8 
CENT „ axes. (E arccos (3 

—iYUX ш (e + VIF) ne мг i 7 [ 

AE маһа ш „„ 


БЕЯ 


(EUA e ERA 
e a 16 C ND 
А ИЕ 
LB ess MPO. a 
r Y 
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1 EA т sen x 2 1 га 
Lae ا‎ 1470. arctg (2tt +I). 1471. 1а Jtg e + sec rl — cose x 1472, 

ler se amer : : 

RU RE AN ААА + 10:9-8.. 2x + 0-9... ج‎ 

Z (x — n => Fi + 
que) 1432. In VATE F? — 4 arctg (x — 1). 2) 1473. mite + +2 e Vig Mp Rl. 
yr VE 
жүн (pr De ашакы. ыз. 105. L rtg ar + Û in [ense 1496.  — 
4 z]*z + E » 4 
ے‎ A vo ара ааа 1478. E qr y, 1479, nia 
EEE cl xxr 3 
И E А Ри ОША) 
i. eoe ras E УТЭ FF arctg s — lr +VT TF FF 
y "yr {= ees 1480. Y TF arctg (r + VIE е) 
tg ا‎ aan, ل‎ sent. мш — Lo gas dapi 
ДЕО ys ESTE z EFNA 
o = m m[r+L4 1541 m cg х1 — ctg x. 1484 , 1486. À In cosh 2r. 
тшш e m (+ жүк). seg + ctg sd ete 5 T 
s p oet ОНАР а 
> 487. —sctgh rin] seno), мав, 2 — 2 -+--щ|е*—2]. 1489. L arctg 2. 
» р евна nho), 1488, 2 — Ê In[et— 2]. 1489, rant 
"ER e EEES юз» 
E 0.3 yia — A TS 1492, — (a+ 
т=н төө. 4 үлү — 4 ү мв. | | ык 


HE. uo =. 1er ты 3 taa) ware kr es EE 1494. in. 225 = 

remm مو‎ EE LAEE. as. d(x meen Е amo fostes + 

Mu LIO nr VEES o. sa. (r — DT + еныя) 1e. A [tos ae + 2 psen de + da cos Se 2 com Jr — 
| م‎ n нє] e EEE ЕСО 100. [ш — 2 ara Qr + + quem tr + — 


+ ive Ys. 1300. 


Capítulo V 


. 1505. 156. Indicação, Dividi 


1501. b — 


1502. „т + к 27. 1503. 3. 1504, 
2 


in2 
moso segmento do eixo OX, desde x — 1 até х = 5, em partes tais, que as 


Gras 5 um co Sr Dema Se abeciesas dos pontos de divisão formem uma pros cométrica: ж, = b у 
LEA. паз 3 leot 6) yaos. 1464. RÍA Pee з» ү A EE 
EA ES epos = кы. y — ны". 1506. in É, Indicação. Ver o problema 1505. 
х tuts күк à 
mes E HE tane, Кш. 1467, (ee 1807. 1— cos Utilizar a fórmula sena + son 2a +. + senna = 
At i-a =— [»i-- +3): 1505. p= — +; 2) 1. 109. ая. 
1 2 a B 4a Tine db. inb 
E — — go A arg (185). fest 
E үз Vis ri 2 
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РЕЯ cosx d 
1510, — TX 3& 1511, 2070 — e, 1812, SEL 4 L cos 
ays 9 


702,3). ASA 22 1515. — È, 1816, toe su 2 sen h s. 1517, sen а, 1518.2 


Solução, A soma = HŽ + 

ser considerada como soma integrat para а Таңда Jo = no segment (0, 1) Par 
1a 

imo tim sy = ( rds = Û. 1519. 1а 2. Solução. A soma sa = Î 

nas fed 3 putet 


+ 


integra parsa tangto yis) = ıo segmento 0, 1), onde os pontot da divido 
t de 

не ona = E (ho 1, 2.0) Por isso tim a =) = 2 
pe ГЕУ" Pi 

ү asza. 6 asas, — È. зз. Lus asas? 
шас Н ie нне; 
1 1 d sm 

1628, 33 Û — 321 3, 1529, aretg 3 WERTE 
15 ad E 3 16 

1532. 1— —L. 533, E, assa, 2, asas. Lin 1405, 1536. 2 +4 1. 2. 
AA E: з 


1538. а 2. 1539. 1 — сов 1. 1540. 0. 1541. E, 1542, antge— E. 
ms a 


aas, saa 1= (e= 5) зн. uh (ал — deno i. s + 


1521, 2,152199 — 33 1 1923. 
3 3 3 


+$ senhar. 1546. 2. 1547. Diverge, 1548 —— se p< 1; diverge se p > 1 
4 ET: 
1 


se p> 1; diverge se 


1549. Diverge. 1550. = 1551. Diverge. 1552. 1. 1553. 


Fi 
А 1 
< 1. зм. 3585, 1886. Divergo. 187, Diverge 188. Û, 189. Diverge- 
p ys verge. iverge. ai iverge 
1 nen M 
ио, o эы. Diego 162, 1. ases, TÈ, asee Lp ыз. es. Ak. 
ma в 96. 3+4 315 


1566. Diverge. 1887. Converge. 1568. Diverge. 1569. Converge. 1570, Converte 
1571. Converge. 1572. Diverge. 1873. Converge. 1574. Indicação. B(f, q) = 
p 
ELLE IC onde fe) = PALA A que lim a) att 
= telim(1— 


c ——— (quando 


RESPOSTAS am 
1p <1el—g< 1, isto é quando p>0 e 9220. 1575. Indicação. Гүр) = 


=( te) de + rt as, onde fi) = stet, A primeira integral 6 convergent 


para ¿>0 а segunda, para qualquer р. 1576. Não. 1577. ave vias 


1881 s= b— 2) a. 


1582, 4— 214. 1583. 


төз. 1 — Д. asea, ҮЗ — Tasso, 4 — жїз. Lita 112, зы 
uenit. мө, TÉ, aee So asos, E 16001 сөн. 
2+1 5 2 2 


1 
1602, L (er + 1). 1603. 1. 1604. 
(e+ 3 


Pr 


T+ N = و ج کک‎ as dx PIP) “o 


Se p é um número natural, utilizando a fórmula (*) p vezes e tendo-se em conta que 


r= f 
è 


obtemos: T(P + 1) 


P 
1232320810) o ie 2k, número par; 


1607. Ig = 
24-62 2 


+ se m= 28+. 1, número impar. 


a2 CAPITULO V. INTEGRAL DEFINIDA 


1610. a) Mais; b) menos; c) mais, ladicação. Construir o gráfico da função subintegra 
[para os valores do argumento no segmento de integração. 1611, a) O prime 


1613, а. 1614. 1. 1615.3. 1616. ZarcsenL . 
2 s 3 


2 2 2 B = 
hor. 2<1<Y3 160.2 <r <2. 161. ®к<г<® s m oer. 
9 7 15 <7 E: 55 


ucc еа А 
ez. s — 22. 1624, 1. 1625. 1 Indicação. Ter em conta o sinal da função. 


2 


һө. 4. 1027. 2. 1628, 1a2. 1629, mln 3, 1680. met. 1631, 12, 1632, £ p. 
5 


|1633. 41. 
2 


E 32 EA 1 

- 1634. 102, 1635.4. 1036,32 1637. Ж — 5 1638. 64.5 2{cosh 1— 
i Sore E 1638. e 4 L — aeosh 1 

| 1. 1639. агу — in (2 + VS]. 1640. © maž, Indicação. Ver o apêndico VI. 


fis. 27. 1641. 2a' 


Cs 1642, $ at 1643. 15m. 1644, Э заз, 1645, 1. 1646. эше. 
2 


indicação. Ver o apêndice VI, fig. 23. 


647. 


+3) Indicação. Ver o apên- 
MTL. 


к + 
hice VE, fig. 24. 1648. эх +2 eGR — 3. 1609. as 
* ih Же Ж 3 


3 3 


s 3 
650. É mab. 1651. этай, 1652. тө . Gar ES 

= чө + зә). 1653. бт. 1654, À at. Indicação. 
ara о laço O parâmetro / varia eatre os limites O < £ < + о. Ver o apêndice VI, 
ig 22, 1655. É mat, Indicação. Ver o apêndice VI, fig. 28. 1656. Srat..Indicagto. 


fer о apêndico VI, fig. 30. 1657. TE, 165 
з 


же VI, б. 35. 1660; Do 1001, ÊÊ usu, 


к) 


8 xd. 
665. $ (10 10 — 1). 1666, AE — a. Indicação. Utilizar a fórmula cos А a—sen h? a= 


1664. хүй. Indicação — Passar às coordenadas polares. 


1667. VE + In (1 + VB). 1668 VITA 


Ld qas VERE (УЕ. 


1 
вво. 1+33. 1670. la (e + VET). 1671.12 (2 + V3). 1672. $ (8 + De 


673. ада E, 1674. 2 1675.10 ==. =n RB, ap, 1 are, 


senha 


nessostas E 


ach ву 
E 


Indicação, Ver o apéndice VI, fig. 29. 1677. l. 1678. 162. 1679. ка VIFF + 


Helden VTF. 1680, ва. 1681 2002 + 1a (V2 + 1) 1082, 15 4 
] Ра zb 
өм. Û odes 1685, TE 1086, É mai 


PA 
7 


a 1688. À жа. 
з 


16 


E 4 3 E 
1694, ® mp. 1695. 7. 1696, 22 (15 
‚ 1093. na тле 5 E 
16 


— 16122). 1697, 2588. 1701, а) Se; b) ore; 


Я à 
y FÊ (өк — 16), 1702. P maè. 1703. È oes 1704. É mas. 1705. 4 (a + 
D 105 3 a | 
Ab фав mo ууру, 128 as. ayon. Pong. 1709. Lone. 
+ E Qu), 1706 TU. ДЕЧ 5 5 


1 s en 14 P тз. £ жам. ina. Sm 
ino Pas ати. ret or a712. nava ( +2) + : 


zUS- YS + 


1715. 29002 + а (VA + 9n 17И 


H = æ 
+ x UE D. args, муз + ıa + VÍ). 1718. la ож 
+1 
+ senh 2), 1719. Fi ime E (em Mt ted), uL ded. Indicação: 


“Temos y= УЯ, Tomando o sinal positivo, obtemos a superficie externa 
de Turo Enquanto que com o sinal negativo obtém-se a superficie interna do mesmo 


ab та, lte Yan 

1722, 1) эчә + 2995 aresen e; 2) 2ш, + PP ın ÊÊ, onde e — PES (exce 

p эз ЛАН 

i «е . а) i b) 16 mat; с) 22 тш. 1724. Ë nat, 
teicidade da elipse). 1728. a) ÉE; =) 5 E 


2 128 
1725. 20012 VE. 1726. шш, 1727. My 


1734. # = ra; g= 


3 EM эт ` 
1737. £ = na; y = Ža. 1738. (0: 0; 5) Solução. Divitimos 


m sreg 


о hemisfério em zonas esféricas elementares, de drea dg, por meio de planos 
horisontais. Tomos dg — Axa de, onde dz é а altura da zona. Donde: 


E 


28-35 


a. CAPITULO V. INTEGRAL DEFINIDA 


[Por força da simetria  — g — 0. 1739. A distância de 3/4 da altura, a partir do vér- 
ice do cone. Solução, Dividimos o cone em elementos por meio de planos paralelos 
base, À masa de cada camada elementar será dm — yrg'ds onde y é a densidade, 


é a distância desde o plano secante até о vértice do cone, р = 2. Donde 
* 


is зө. ( o +) Solução. Por simetria fg = 0. 


[Para determinar 3 dividimos o hemisfério em camadas elementares por meio de 
planos paralebs ao plano horizontal. A massa de cada uma destas camadas ele- 
[кепге será dm — rr de, onde ү é a densidade, е a distância entre о plano 


cante е а base do hemisfério o y = ИТ 3î, o raio da seção. Temos: 
irme 
a t З a, 1741, 1 ALI, AS 
E у 3 
3 


= + ә. из. т- Sam 144. uo Lato; fio E 
15 4 4 


3 
— R$). Solução, Dividimos o anel em aneis elementares concêntricos, A massa de 


1 
vas.r- 1.488 
pr 


эш destes elementos serk dm = y + 2r de е o momento de inércia 1 = ЕЕ 
= mM — RD: (y = 1). 1748. T= T. клан Solução, Dividimos o coneem uma. 


série de tubos cilíndricos elementares, paralelos ao eixo do cone. O volume de um 
estes tubos elementares seri dV — 2nrh dr, onde y бо raio do tubo (isto 6, a 


distância até o eixo do cone), A = LE E a é a altura do tubo; neste caso o 


momento de inércia é 


{окна 2] rar = Ê, onde y € à densidade 
x 10 


do cone. 1747, 1 = E Мат. Solugto, Dividinos a esfera em uma série de tubos 
lettndricos elementares, cujos eixos sejam o diâmetro dado. O volume elementar será 


[can aqui in sad pa ү 


ЫЧ E 
EE 


onde y € a densidade da estera e como a massa AM = 3 may, teremos que T 


2m 


тө, vo iei Sm do те YF deme 


RESPOSTAS 435 


+, 


1750.22 — 0, у — $ 2. Indicação. Os eixos das coordenadas são escolhidos de 


tal forma, que o eixo OX coincido com o diâmetro ¢ a origem das coordenade 
h 


com o centro do círculo; b) в = 2. Solução, O volume do corpo que é um cone 


duplo formado pela rotação de um triângulo em torno"de sua base, é igual a V = 
A яме, onde b € а base e a altura do шд. Pelo teorema de Guldin este 


mesmo volume V = xê bh, ondo 2 é а distância do centro de gravidade à baso. 


Du 2-2. s2. An (1+ оз. x = sen ot vma 
3 % a o 
=2 wt 5 10m 1755. 0= in Lon a 
= A a E 
ET Ai 1750, A TY дент, Indicação A força elementar (a gravidade) 


é igual ao peso da água de uma camada de espessura de, isto 6, dF = yn? dx, ondo 
4 é o peso da unidade de volume de água. Portanto, o trabalho elementar da força 
#44 = үчн — s) ds, onde x é o nivel da água, 1357, А = E үнөн. 1758. A 
= TE кетм =: 0,79 - 108 0,79 0 gt om. 1759. 4 = RH. 1760. A = 

4 

"9. qu — mR. Solução. A força que atua sobre о corpo de massa m é igual 
1+} 

x 


a ra Ê, onder & а distância até o centro da Terra. Como para = R, 


E 
temos que Fam então AM ERP. O trabalho procurado terá a forma 
p 
PT { amt аем (5 — d ) —"Ч# Quando В = oo, temos que 
i+ 
z 


interação das cargas será 
Р = #3 din, Portanto, o trabalho достай para transportar а carga e do ponto ау 


Аш =mgR. 1761 1,8: 10t erg. Solução. A força de 


1762. 


ao ponto sy 


— 500 mIn 2 kgf: ш. Solução. Para o processo isotérmico pu = ри. O trabalho 
realizado na expansão do gås desde o volume ш até o volume v, 6 igual a 


hos CAPÍTULO V. INTEGRAL DEFINIDA. 


763. A = 15000 kgf: m. Solução. Para o proceso adiabático é válida a lei de 
[Poisson put = ру. onde A 21,4. Dande 


7 


L A = хи Ра. Solução. Se a é o raio da base do eixo, a pressão sobre a uni- 
3 


iade de superticie de apoio será p = 2 . А força de atrito de um anel de largura 
E 


ar 


|р que se encontre à distância y do centro, será igual a 


[Plo qual o trabalho total é 4 Ite ad 


A qu Pa. 1765. 1 Мич. Solução. 
3 + 


|A energia cinética de um elemento do disco @К = “Er = PO go, 


2 2 
| aR dr é o elemento de superficie; +, sua distância ao cixo de rotação: p. 


Mot а de, Donde 
ET 


onde do = 


ar 

| densidade superficial, p= ZE Desta forma, dK = 
liu: 

Ma 

L3 


x 108 kgf < m. Indicação. A quantidade de trabalho necessário é igual A reserva de 
Ls gie me T. 1770. P= 


|= dx 


А 
adro MES 1766, K = Û мә. 1767. к= М ta 
+ 20 5 


1769. P 


[energia cinética, 1768. p 


6 
= amm rmi P= "Р (componente vertical dirigida, de baixo para cima). 


амт 
1772. 533 Ly, 1773. 99,8 cal. 1774. М = Ê gf- ст. 1775. (kd а cons- 
3 2 ala + 1) 


apa г 2 e 
widade), 1776, Ê, Solução. ПЕТЕ 
ante da gravidado), 1776, ЖЕ, Solução. Q j «Y ) 


пр [er rt ms t 2 abr 
= [e at, img- È vady- Èp. Indicação, риши o 
ES all зш тке ес. ues 


|eixo das abscssas para o lado maior, inferior, do retângulo e o eixo das ordenadas 


|perpendicnlarmente a este, em sua parto média, 1778, Solução. S = { Ago, de outro 


ndo, SE — a donde, di = Lao, portanto, o tempo necessário para embalar 


RESPOSTAS as 


e 


O |а fT 


ТЕТТИН 


|. Indicação, Utilizar а lei de Joule-Lenz, 


Capítulo VI 


1782. vein. 1783. E 3a vm. E j- 
Fig vibes e en tue ر‎ Gi раску о 
E эз, э зу! Ay 

1787, = 1788. fe) = DE Indicação. 


1786. fix, 3) = 142 


TR 
Representar a funcio dada na forma == +: вышы > 


ERE, 
== Solução. Designamos ж + y = м, ж— y = v. Então 


x» ue, (uomo tu 
ие, e ج‎ #5 == Resta so. 
желге trocar a denominação dos argumentos м e v em x e y. 1790. f(u) = w + 2u; 
= x — 1+ Vy. Indicação. Na identidade ж — 1 Дж — 1) fazemos Vx — 1 

então # = (u + I? e portanto, f(u) =u 42% 1791. fiy) = YI Fy; 


== E VFT Sedo, Quando a = 1 temos а identidade Y T 77- f) 
кө e ду = VERS O (z] nm 


1792. a) Circulo unidade, com centro na origem das coordenadas, incluída a 
circunferência (a? | 38 є 1); b) a bissetriz y = x dos I e IIT ângulos coordenad 

e) semiplano situado sobre à reta x + y= O [++ у > 0); d) faixa compreendida 
entre as retas у = £ 1, incluíndo estas retas [= 1 € y < 1): e) quadrado formado 
pelos segmentos das retas x= + 16 y = + 1, incluídos seus lados (—1« $ L 
CAI y < 1); D parte do plano adjacente ao cixo OX e compreendida entro as 

tas y = Ex, incluindo estas retas e escluindo a origem das coordenadas (<y < 
quando x> 0, x £y € —rquando x <0); к) duas faixas x > 2, —2 € y £ 
SEX 24 «1: bj anel compreendido entre as circunferências ai + 
TY m at е st + y= Za, inchida a fronteira: i) as faixas 2ит & * (24 + Dm, 
32 бе (204 lx xs (n ат у « 0, onde т d um número inteiro; j) a parte 
do plano situada por cima da parábola  — — aº(s2 + y > 0); 1) todo o plano ХОУ: 
та) todo o plano ХОУ, menos a origem das coordenadas; n) a parte do plano, situada. 
por cima da parábole j* = ж e a direita do eixo OY, inclusive os pontos do eixo ОУ 
e excluindo os da parábola (s > 0, y > Үз); о) todo o plano, menos os pontos das 
retas x = de ) а familia de aneis concéntricos 274 < х* + 9 < ROR + 1) 
(k = 0, 1,2,..). 1793. a) 1 octante (incluíndo a fronteira) ; b) 1, ITI, VI e УШ octan- 
tes (menos a fronteira); c) um cubo, limitado pelos planos += +1, y = lerem 
+ 1, incluídas suas faces; d) uma esfora de raio 1 com centro na origem das coorde- 
maias, incluida sua superficie. 1794. a) Um plano; as linhas de nível são rotas, para- 


mI CAPITULO VI. FUNÇÕES DE DIVERSAS VARIÁVEIS 


lardem; as linhas de nivel, são hipcrboles equiláteras; e) cilindro parabólico, cujas 

[goratrizes são paralelas à reta ж y + 1 
|0 superfície Icteral de uma pirámide quadrangular; as linhas de nível são contornos 
[de quadrados; g) as linhas de nível são parábolas y = Cê; h) as linhas de nível são 
[parábolas y i) as linhas de nível são circunferências C(s* + 9!) = 2e. 1795. 
Parábolas 7 — C — AC > 0); b) hipérboles жу = C (|C|& 1); с) circunferências 
Чуб = С dj retas y = ax С: e) retas y = Cx (x # 0). 1796, a) Planos para- 
elos ao plano * + у + # = 0; b) esferas concêntricas, cuja centro está na origem das 
[coordenadas -) quando и > û, hiperbolóides de revolução de uma folha em torno do 
leixo OZ; quardo и < 0, hiperbolóides de revolução de duas folhas, em torno do mes- 
[mo eixo; ambas as famílias do superficies ostão divididas pelo cone 4 + 38 — =? = 
ek; e) não existe o limite; f) não existe o limi- 


[nar as variações de + e y an longo das retas 
[dada pode tender a limites diferentes, que dependem do valor de 4 escolhido. 1798. 
Continua. 1799. a) Ponto de descontinuidade quando x = 0 е y ) todos os pontos 
y linha de descontinuidade); e) a inha do descontinuidade ёа circunferência 

Jas linhas de descontinuidade são os eixos das coordenadas. 1800. In- 


licação. Farendo y = y, = const, obtemos a função pi) = 2 
contínua em todas as partes, já que quando y, 400 denominador é зз + y? 40, enquan- 


E 
bus, = б) = 0 Aulogumente, quando = ч consta tango a) = a c 
ont em toda as parts, Pelo conjunto das variáveis x e y, a função rini uta 
timado no porte ÛÛ, jt que o act o im De Ido, patanda а оос 
= 
anda ci (ela coo Ж кыы. чыды т Кылый A a 
O ал qua = God (ra q жле tato ттын dp Emo 
НЕЕ dE sis Е ы de po E MED tom ула 
эь = аө. 102, P 


de 
mando + +0 e 40. 1801, = аз ау), E 
la ” = zr 


pb é 
ay 
z 

er yes 


EKS] 
E" 
cama 9“ pa o, 
эр = 97 
EN 


СА du а 
3 اوی‎ (53). MIS; gara, ФЕ ы дабы, DE mm 
а бер? a? ду ES 


RESPOSTAS EI 


spei ia fi у = Lo 0 wis д: 2: e 1, у; 2:0 — 1, 
i 


M 1821, y, 1826, 
[x 


1 
& (12,0) = À, 1820, 
ТЫ ЫЕ 


акы À + pla) 


gen ro убал sen — ps MM D tga 4, tgp = o, шү 
1 


a о жт 
a taa ют 
198, Tngicação. Comprovar que à foto С igual a sem em iodo o eixo OX e em 
todo o emo OY eemprepara definição das Merivadas parciais, Conyencerae de que 
FO, 0) — [50.0 — 0. ABIT, Af = 4А» + Ay + 2898 | 2AsAY + Asia) df 

аА VD pr Af dj A шет 
-RGQ* — s)dy. 1834, de = 2rd + 3sty dy. 1835, de m trás — dy. 

om 
3039. de — sen 2 dr — жауду. 1800: de m унта E e y da x) dy 
эв. @ E ear + ap). ши. але 1—[ж— ay]. ma de= 0 
F 


2 tea = w tgB=4 шут (a +) 


“+ 5+5 x 
po — (9-24) 1842, 401, 1) — dx — 24y. 1843. de = 
sen 27 ^ 


В 
ый ыу ЫЛ 
[ERE E 


pe le; Hears (i 2) artes 


e]: du = 14.0.4 э = 
i 


yz de + зя dy 4 ay de 1844, du = 


1845. dı 


g (3 dE — Ms — 44у). 1848, dt — 0082 cm; A! 0,065 cm. 1849, 75 om (em 


8 
төлө às dimensões interiores). 1850, — cm. Indicação. Fazer com que a diferencial 


de área do setor seja igual a zero e dat achar а diferencial do raio, 1851. a) 100; 
1) 4,998; с) 0,275. 1853. Com precisão de até 4 m (mais exatamente 425 m) 


„ MSS. da — À (yunu — desen), 1856, E = Sai 1) 
n а pn 

EH Dest (Hine, 
D cost 


а posa de 
1860. 25 — (sen sj (cos ж ctg x — sen # ln sen я). 1861. LE 
dom (en Ае (ооз жеш атал). 61. 


A e e 

гад.) + эе”, o): Es = эй. д + nesta, 0). аны. EE — 

t Es ЖАЙ qa VIERTE EA 
eim io t leo 
ES OD + fis 93) Cit) + Иж. у) et. 1873. О 


Perímetro cresce com uma velocidade de 2m/s, a área aumenta com a velocidado 
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ае 70 пар. m74, 15520 FF agp, 20327 tempo. 1876. — US 1877. 1. 
урата 2 

y VE шш, S$ m TUTTI ENA 

втв. LE asro. — Î. шо. SS iaaa, : 1882. a) Qu б: 

BMO; 0) e (1: D: e) (9: 2: 1). 1884. 96 — 3j. 1885. jeans 1680. бё + 3j + 2k 


2 2 1 3 
1887. uj= 6; cose = 2, aepo — È, cosy = 1. 1888, cosg = E. 
lgrad e | i abe- É, cosa y * 
E 


et + ama 
Ae С ges ушур s CUT qr T he Quy 

“= ы т шы 
[RE „ “+, даги AAA ay 
MEL ag Cu E Eu E 


de T ape ра ay a 
e, pa муси) 
(0. 0) = mim — 1); fil, 0) = эя; 7540,0) = mn — 1 


p 
— 2x3en (xy) 1899. fi. 
1902, Indicação. Comprovar, utilizando as regras de derivação € 4 definição de deri 


= ын 
[cada реги, aue Дл. У [E | quando +32 40), 
parcial, que Jil, у) => nl ta 549, 
(0,0) — 0 0, portanto, /i(U, у) = — y quando ~ = 0 é para qualquer y. Donde 
ПИӨ. == 1 е em, particular, Дуб. 0) = — 1. Analogamente achamos. que 
o. 0) 1903. = аы, €) + Ауди, v) + Азулы, 9) + Y 9): 
9 a) 28 + y Дн. v) + ээн. Өс = fu) 


Wen) + 0) + eto, 0). 1904, Dm д + эдер + ДИФ Fio 
1905. EE — ед" + Duis + JO + нё + folia: PE — fiat 

sa de: pad + ДЫН + Sanit SOS qay = iS + 
E +: Же = ЛШ! E 


T 
Ho? + fis Fs. 1914. «te y) — eta) + D... 1912. ш», э) map) + 
[SON 116. dE ак уау? y ad dy]. 1917, dta = QU dy de y ds de 
| Fara, 1018. di de (dr 1 уйуй 4 ap e a), 19. dr 
Gm Rm ES m (E | mE +2) uns 

E > ww y гн ч 

(эһ “ъ= a m =) aray (me mo ipe] юш e: = 

xy ty wy 

H) dal + Zabjuala, v) de dy + Ug, (uv) dy. 1921, dês — (ye*f, + fay + Dyer 4 
E ум) dat + LOLA et fe + eS + (LY ху) fas + yn fu) de dy + 
LE (кө + efa + a Piet] dy. 1922. ерул Mae y dx dy 
AE du = — y eos ade — doen 5 dat dy — 
E ene gr dz dyê ram y d. 1924, d: D NO баз + 2dedy T 
[e asaya. 185. 0.0.0) — 245 4 44 ү вши — Ade dy Y Sd do + Ady de, 


(e. 


. Respostas as 


4 sen x +E. оа. E 
3 Ет) 


1020. Lin (ef + 39) + 2aretg É + С. 1930. É + С. 1931, X +Û. 1932 a 
2 E » 


3926. ху +С. 1927. ey pe yl C. 


ЕЕ dt e S 


PEA 
1934, کی‎ b Rayt 4 Baz + y! — уг — 22+ C. 1935. atya — 3 хут d луй + 2 


жу + dert 36 II 2 + с. 1937. узу у С. 1938 А — 
ndicação. Escrever a condição de diferencial exata para a expressão X ds + Ydy. 
E É 
s» oie, mo e= {лде с юа. fL LP Ё 
de ay 


А, 


300 1 ( 
өт 

ЕКЕ ы PT 
3 


4 
= É (е + уз), 1950, 
s 4). 


1961, Y = в; dE 
ax 


туз cda Ца э)*+ (у — i + (e — a] det. 1963. 


ЕТЕ; 
DE EA 
a ду a 

Саас 


2 


dxdy — Ee a 
й+у" Uta 


1966. a) 
p u 
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1 


а 
|: o) dem pro ed) do +» — dg). Bef. P. — Ру, q) 0099 — 
Di o) de Aen de etto — w) dy). 1967. E = Р, q) eoe 
|- For o E Fire y) зев q + Fotr y) EP, 1968, СЕ — Ecos pote ф; 
B ту dy dy d 
|а _ асц d. 1968.2. y ФУ + y = о, 1970.9. — о. 1971.9) EE 
lay VERSES bw n an =ош: 
dry a 

me] a 
2535-5 y LL, 1972, te p= É. 1973 Km eE. 
= r aT 

P de 
o. 1976, 2. f. o, 1977. E 
ES adro D 


b) de + 4y — 6r 


LT 


ы 


+ слова, a + 
I ERES тава 
PE бе в хауа 
E уат, 1987. Nos pontos (1; «+ 1,0) os planos tangentes são para- 
[os ao plano XOZ; nos pontos (0:070) e (2; 0,0), ao plano YOZ. A superício 
Lasece de pontos nos quais o plano tangente seja paralelo ao XOY. 1991 E 


hooa, A projeção sobre o plano ХОУ € (¿a xy — 1 0: 
D 


A peão mb o pie OZ 4 
көче e sore [^ „| 


y= 


E [su iC 


Fndicação. A linha de contato da superfície com o cilindro, que projeta esta superfi- 
ie sobre um plano é o lugar geométrico dos pontos, nos quais o plano tangente à 
fuperíície dada é perpendicular ao plano de projeção. 1996. f(x + А, y + à) = ast + 
[E 20y + eyt + blas + by) A + 20а +- су) À + ала 20M + cho. 1997. (ж, у) 

а (a 2 2(4 + 2) (y — 1) а у — D. 1998. Afir, у) — 2h +k + AE + 
[+ 24A + Mh. 1999. f(x, v, з) = (x — 1 (y — D (o DE E 008 — Dy —  — 
Fo- Dei. 2000. fra, y +h, £ FD = fG yz) 20D 


му — x — + e х 3) + fü. D. 2001. узу + EC 2002. 1 


CE ES e 2003, ito- DAR 00-15 
pos eno + eie Gm, e BD GEE. 


ida 


poos. а) arctg | 


mithet Eq p e 


RESPOSTAS a 


Ame — 3mnaB + (3nº — 4m)f%). 2006. a) 1,0081; 


1) 0,902. Indicação, Utilizar a fórmula de Taylor para as funções: a) f(x, y) 
Y Vy num entorno do ponto (1; 1); b) f(x, 3) = y* num entorno do ponto (2; 1)’ 
2007. => 14- 20€ — 1) — (V — 1] — Six — 0 óla — D (y — 1 — 3» e 
^P 1.3008. amin = 0 quando $ = 1; у — 0, 2009. Não há extremos, 2010. ¿mio 

quando x = 1.9 = 0. 2011. máx = 108 quando a = 3, у = 2. 2012. zmin = 
= 8 quando x = Y2, y = — VĒ e quando x = — Y2, y — VZ. Quando x 


E 
O não hû extremos. 2013, вык — — — nos pontos + = 
БА 


1 1 
аа pa + np) + Гб" 
14 (ma + np + IC 


ie ca mos pontos x — 
Ж 3ys 


quando ж = y = 0. 2015, smin = O quando * = 


À nos pontos da circunferência 48 43% = 1 


— 1, 2016. 1. mia = 6 quando # — 4, y = 2. 
y =— 2; não há extremo quando x — 0, 


— y = 0; um máximo amplo 


2016. ыз = V3 quando x = 1, y 
2016. 2. тих = Be? quando += — 


1 2 1 
— 0. 2017, umia = — À quando += — 2, y=—L, 21 2018. nio =4 
” as nud 3 


quando x= È, у = 1,5 12019. Esta equação determina duas funções, das quais 


uma tem máximo (гах = 8) quando ж = 1, y = — 2, e a outra, mínimo (ema = 
E Zi quando x = 1,y = — 2; nos pontos da circunferência (x — Dê + (y + 2)* — 25 
Cada шша destas funções tem um extremo na fronteira, z = 3. Indicação. Às funções 
que são mencionadas explicitamente pelas igualdades з = 3 4-/25 (s — DE —[ +. 
aitem. portanto, somente dentro e na fronteira da circunferência (x — 1)? + 
(у + DeL 23, em cujos pontos ambas as funções tomam o valor z = 3. Esto valor 
do menor para a primeira função e о maior para a segunda. 2020. Uma das funções 
determinada pela equação tem máximo (mis = — 2) quando x = — |, y 2; a 
ontra tem minimo (sala = 1) quando x = — 1, = 2; ambas as funções têm extre- 
mos na fronteira, nos pontos da curva 4x3 — 4y! — 124 + 16y — 33 = Û, 2021. зд 


1 quando = == | zain =— quando 


2022. кыз — 3 quando x = 1, y 


+ 2 
A "m 

Е чен A ST 
z ads ся 

5 = or Des 3 

E e E EE 2 = E 


m y = ЗЕ em, 2038. ыз — — 9 quando x — 1, y = 2, £ = — 2: me = 


— 2,5 — 2, 2026. umiz = а quando s = & y =2-0 
C quando x = 2, y = 4, 


1 


9 quando += 1, y 
tmin = с quando x — y 


E 4 
e ھم م ک4‎ (4; 4, 2) (4; 1; 4); (2, 5, 4); 
27 shi sia) ys 


3 з ЫШ 
sala = 4 nos pontos (2; 2; 1); (2; 1; 2); (1: 2: 2). 2030. a) O valor máximo absoluto 
E = 3 quando x = 0, у = 1; b) o valor máximo absoluto é z = 2 quando x — 1, 


y=0. 2031, a) o valor máximo absoluto é += 


quando s= + | 5.7 = 
33 3 
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Т обок A LEE T 
ES w3 3 


) o valor máximo absoluto é :— 1 quando x = dE 1, y= 0; o valor 


2.125 

B 
LERDO уои уыз 
АЕ RUE BE E ER UA SE: 


O quando ж = у = 0 (mínimo de fronteira). 2033, O valor máximo é z= 13 
quando ¥ = 2, y = — 1 (máximo de fronteira): o valor mínimo absoluto é = — — 1 
quando x = y > 1 (mínimo de fronteira) e quando x 0, y = — 1 (mínimo de 


fronteira). 2034. Cubo, 2035. VZP; VZP: 1 VZV. 2036, Triângulo equiláteo, 


2037, Cubo. 2038, a — Ya -Y 


de 
mon + mo mao, э 
кй RED ra coe n M 
E Үз. ys 
MO К 
УЗ жа DO VUL de, гда 
و‎ EE 


2a = 6, o eixo menor é 2b — 2. Indicação, O quadrado da distância do ponto (x, y) 
da elipse а seu centro (origem das coordenadas) é igual а at + y% O problema se 
reduz a procurar o extremo da função a? + 3º, com a condição de que 5:9 + xy + 


+ 39% 9, 2047. O raio da base do cilindro 4 E 


кт 
um meio a outro, Bewerk encontrar-se entro die By tendo AM = A; BM = 
=2 AM = atga, BM = btg Ê. A duração do movimento do raio € igual a 


cos B 


cor" Problema se reduz a procurar o mínimo da função Ла, B) = 


com a condição de que atga +btgB=c 2051. æ =$. 
m cosa Y wp cos G 


2082. 1: dy A : дс Indicação. Achar o mínimo da fanção fU. 
= IR, + HR, + PK, com a condição de que T, + I, + Ig = 1. 2083. Ponto 
isolado (0; 0). 2054. Ponto de reversão de 2* espécie (0; 0). 2053. Ponto de contacto 
(0; 0). 2056. Ponto isolado (0; 0). 2037. Nó (0; 0). 2058. Ponto de reversão de 1> 


RESPOSTAS m 


espécie (0; 0). 2059. Nê (0: 0). 2060. NÓ (0: 0). 2061. A origem das coordenadas é 
tm ponto isolado, se a >; um ponto de reversão de Ia espécie, se a = b e um 
ponto nodal, se a < b. 2062, Se entre as grandezas а, b е c não hå iguaias entre sí, 
R curva não tem pontos singulares, Se а = b < е, então A (a, 0) é um ponto isolado; 
Sea b = e, então B (b, 0) é um nó; se а — b —c, então Aa, 0) é um ponto de revera 
São de |* espécie. 2063, y — + x. 2064, yt = 2px. 2065. y = Ь R. 2066. s33 + 


+88 RA, 2007. ay = LS, 2068, Par de hipérboles equiteras conjugadas, 


cujas equações, se os eixos de simetria das elipses são tomados como eixos das coor- 
demadas, têm а forma xy = = E 2009. a) А curva discriminante y = 0 бо 
gar geométrico dos pontos de inflexão e a envolvente da família dada; b) a curva 
апе y = 0 4 о lugar geométrico dos pontos de agudez e a envolvente da 
família, c а curva discriminante у = O € o lugar geométrico dos pontos de agudez 
fas não da envolvente; d) a curva discriminante Se decompõe nas retas: x — O (h 


tr geométrico: dos pontos dodali), a. «a (envolvente). 2070, y = È — £5 


ERE 
201.7 $. 2072, VF FE 2073. VS (e — 0. 207442. 2075. 3. 2076. m +a 


Lanes Areta; D) pad 9 ire; d pile 0. y fa 
PONE A " de 
248% jo. 4 (abe) — (£ ve) + (a Lc) + (av 

de ar tate. zo. É abe) (are) (o е) + (0 7) 

200. 3 (6 + 1). 2080, x = 3 cos t, = 4 sen (loo); © = dj, e = — 34 quando 

oi om DE (LIE eo — WE 4 a o 


3 (linha helicoidal); 


ae — Aquando = Z. 2084. x = 2005 t, y  2sen t, 


v= — 24 sen £ + 2j cost + Me, v = VTS para qualquer £, ae = — 24 cost — 2j sent. 


to — 3 para qualquer 1; е =24+ Эй, to = — 2i, quando vH. 
10 = — 2j quando é = т 2085. y = cos a cos o, у = sena con oif, = sen оё (сїг- 


cunferência); e — — өй, cos а sen ot — aj sen s sen t + ale cos at, v = | ta |. 10 = 
"M соз а Cos qui — t] sen а cos at — wk sen of, ый. 2086. v = 
2088. „уай F FS, onde 


Hag, sen ш. 


e 


— VEE hy + бө FOF me = uy = 
а= É dn velocidade angular de rotação da tarraxa, 2089. Ya 


жо. r- + 


vo cgi p- Zum am - tnr mte 


sen é + cos) é + (eem — cos 1) f]: cos (С 


_ + 


+ ent + cosh j + k): v 
MEETS 


va 
Бааты хвоі 
ente); - 
P чат 
EFT (normal 
E 


446 


acost 


+ 


—1=0 (plano 


principal). Os cossenos diretores da tangente são: cosa = — 


cos а, = cos t; cos B, = sen £; cos үү 
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a VE 
. Os cossenos diretores da normal pri : 
1= dis da principal são: 


0. 2004, Ze — r =O (plano пота): y — 
osculador); ж + 24 — 5 = 0 (plano retificador), 2095. E 


gl, (normal principal); 


nal). 2099. x + y 


[nz 6x — ву — 
1 


= j. 2106. 2% + 


)-95—6y 42 — 


=0 a. 
36 } (normal principal); 


(tangente); 23s + y — 2/57 


Уз" 
=0. 2100. x — y — SVE =O. 2101. ay 4к-у—4—9—0; 
180—0: o Me — ауру + (at 08) ди = atos — D) 
24350 (plano ossido; 1#! 


(binormal). 2103. bx — + = O (plano osculador) ; 


wil 
E 


зу + 19e — 27 = 0. 2107, a) VZ; t) LO. 2108, a) c = 


KESFOSTAS E 


Capitolo уп. 


2113. 4 Z 2114. n 2 E ane. 9. 2117, эол. 2118. TË а a119. 2,4. 2120.7. 
3 4 z 6 


2122, уз», ya +9, 


amm É, -yi y=, y 
z 


з. 2123. y = ауу = 10— wi y = O, y = 4,2144 у 


fo. эше» ле ae e rn 
$ 


aeb mis t e lavas 


dy Vie. 3) da 


= "e nana (a spento Ve pde 2121. fo fon 


fes aee a 


fi de \ a 


mU ; VE үсә i 
om fa puma rs imr Ye nares 
Lyra "ES А 
x orm em m orm mes | rene = f ay 
= Js au 
x f fener far mnn fo f rene fos 
E -ia A vêr E 
ү» a y 
x V fend nme де ay + а Jis э + 
e 
5 y рс EA а 
He [ne je 0 дез + | ay $ dis, y de 
з Бар vo ya 
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4 Yes VE va үз cm d 4 e a а 
O res EE nary j^ Tete de. 2135. ma y yaa SET y aise far V owe-i. 
i dos 1 . Vaca n vo 
ҮЕ эо бах 2 nari far (ол nel asx mus Sun zise Deme Indicação. А f = | = 
Jd è Ja yaa Za лано ч 
280 рМ nec Ў Ae олла ce E 
i S I AN 2 шт 5 =з t 
ee {е | mnan ofar e e m zuo. o V tetro menia jn Jt rmm ( 
Lon GUÍA E E: CE 
tenere V fis, dy. 2136. fo Sm dz. 2137. je xmas mn Û a Û eme rompa зиз. m 2 
É i vdd i 
+ i т ys ENEA E 1 1 1 
penes ML | ener EE E E 
e E * * Ы L3 m a 
E, a 2 a AVE d. 9 Буга 
2139, $ nenes do E ds. 2140. e M fis gan PATREM d DRE LU s abs 7 a У 
7 "ыи оь . ires CA ES 
Ho È snars mm nam me ar mme аме, xet zu a1 + 3) o 2189.28, m ($ — =). 
9 acp A aE 2171. É тё. Indicação, O determinante de Jacob 1 — a. Os limites de inte. 
isa + ув ғ a үз MW 
spe pene ma a tmr da premere e Ln pana е 
D аш piia | Pe Аш) E ATL ASren a Ju, Dera o 
nTune me fo y neas mufa [лел cea 
гыз. iow Lo E o nme Б. meos ne L aisi m2 mão nca o, donde vopi qam ушр мышта эс E 


29-95 
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зз. pel 
z 


les 


|Iodicagüo. Depois de trocar de variáveis, as equações dos lados do quadrado serão 


PRE tee a, ab 
uv atom 22 2174 a [EL | arg 254 25]. 
hoz: 2 ЕЗБЕ 


амн. А aqueão de curva MC 


Ss 
A o a Soc PM 


eat, então S cost q — sent > 0; donde, para o primeiro ângulo coordenado, 


ses cao аА, ie cajado à ape de at 
ado cm mage a dud, podes caleta i4 do Sotal de integral mi. 


T ES 
pus. ат; (o pero y 


E " йуз. 
lo) (2+ Jan. 2177. 2A. 2178, 1048, 2179. m. Indicação. — 1< х1. 2180. YT. 
+ 120 3 3 


|. 6. 2185. 10x. Indicação. 


R1 a 3 
. 1), z192. $E — үз. 2183. Da 2и 
a (6+5) E ү $ 


1 
[Trocar de variáveis ә 2y u, de + dy u 2186 00) Ba). 


1 LE — x) de = \4х\ (1— x) ay. 2193. ——. 
Le- amt, suse fafa a enl a= man ava Же 


Bes 2200 E. 


Li E. 
105 "dE 


3 ficum 
3.2195. 1 EA 
|2194. 3. 2195. E 2196, 5 


abe 4 
pun ©. 2202. osea p). 2203. ee VE), 2204 Gra? 
3 


2199. 


раю. 3. nabe. 2207. % (вуз — з). 220 
3 


———X— ay = w 
[cs гиз. VF TFET 2214. am jm 
d b 


integrar no plano YOZ. 2216. 40%, 2217. Satarcen 


Respostas Т 


2219. a". 2220. 3na?. Indicação. Passar às coordenadas polares. 2220, 1, Indica о. 
Projetar a superficie sobre, o plano das coordenadas XOY 2220. 2 шу 
2221. a m 2me (i+ ZE)" 1], indicação, Passar e 

22 i E | DE As coordenadas polares. 


a 
ГА 


22, 16 А E 
2222, Ê aî e Bat, Indicação. Passar às coordenadas polares. 2223. Sa? arci 


Б 
Indicação. o= { al 7 de. Integrar por 


zaas, 5 Бура 


aVETEs am 


pata Era 
adas polares, 2225, ŽES, 2229, £5, Lam. 

Е 
azedo; y 0,2280. 2 0, 2230. 2 m 


2232. a) 1, = Š (Dt — dh); b) Iy = E quam 2233. 1 = È at 2 
= D: ылу Ed zas r= 2 at шы. È at 


a Ya 
Indicação. 1o far È (yaj ay. 2235. 160292. qudicação. A distância do 
ë ja 


18-01 
m 

dy AIVE 3 (YZ + YJ onde à é o coe 
ciente de propor-ionalidade, Indicação. Colocando a origem das coordenadas no 
vértice, à partir do qual а distancia é proporciona? à densidade да lmao, ds 


os cixos das cocrdonadas segundo os lados do quadrado. O momento de meca 
determinado em relação ao eixo OX. Passando às coordenadas polares, end. 


ponto (x, y) at a reta x = y é igual a d = é encontrada através de 


equação normal da reta. 2236, 7 


Metrics as Û sengera amo no E 
{= ( \ ir seng)! ээ. оле. 


= 8S) А, 
ааз, j TÉ. 2239, Î чаб, Indicação. Tomar t e y por variáveis de integração (ver o 
prob, 2150), 2240. È ax | 


umm 


i.f 


dy 
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жу? E 


1 
SE 22 


1 5 
2247. ууу. 2248. I2 ha 


a E: É 
(22. Ê (31 + 122 — 273). 2245. ч Э 


E E E 
ilináricas. 2263. 27 (3w — 4). 2264, rabe, 2264, 1, Ê, 2264, 2, E (V2 — ушы. 
y Ur — 4. rabo, P (VE Nabo 


E ab 2 
Dose. (e ъд. 2266. ®® (ба ab) 2267. 2-0; p-0,3-2 
7 «b 3) PE 08). 2267. 2 g-5 2-3 


findicação. Introduzir as coordenadas esféricas. 2268. + = 


y 


3 
(9-741). Indicação. O eixo do cilindro é tomado como eixo OZ, o plano 


pass, Te 
12 


fin pase do cado como piano ХОУ, O momento de мікі, é сцені, em elato 
eles OX. Depois de pasar às coordenadas cilindricas, o quadrado da distàacia 
sento, 2270. ZEM sn, 


Endicação. A base do cone é tomada como plano ХОУ: o eixo do cone, como eixo OZ. 
D momento de inércia é calculado em relação ao sixo OX. Passando às coordenadas 
Filíndricas, para os pontos da superfície do cone teremos: y ج‎ е о qua- 
irado da distância do elemento r dp dr de do eixo OX será igual а risentg + zt. 
a71. отари — соз аў, onde 4 é o coeficiente de proporcionalidade e p, a densidade. 
Folução. O vértice dó cone é tomado como origem das coordenadas e seu eixo, como 
[Ко OZ. Se introduzinmos as coordenadas esféricas, a equação da superfície lateral 


cone será q == E — е а equação do plano da base, r = . Pela simetria 


lo elemento r dp dr ds do eixo OX é igual а 


sen y 
Je tem que a tensão resultante está dirigida ao longo do eixo OZ. A massa do elemento 

le volume é dm — prá cos ф do d) dr, onde р £ а densidade, A componente pelo eixo OZ 
þa atração que exerce este elemento sobre a unidade de massa situada, no ponto O, 


send = Ар sen y cos р dp dq dr. A atração resultante é igual a 


[> (as! V som Ge ш шы tido as code 
Шү: 


RESPOSTAS as 


cilindricas (p, 9, 2) cora origem no centro da esfera e de forma que o eixo OZ passe 
pelo ponto material, cuja massa se supõe igual a m. À distância. deste ponto até o 
centro da esfera é designada pela E. Seja r= gi Т а distância entre 
© volume elementar du е а massa m. À força de atração do volume elementar du da 
esfera c do ponto material m, está dirigida ao longo de y e numericamente é iguae 


e 
asim . onde y 


ба densidade da esfera е de — ¢ dẹ dp de o voluml 
3 xR 


elementar. A projeção desta força sobre o eixo OZ será: 


та caf = jer 
Donde 
mz LA 
rece feoi Û Emr dem ts 

porém como iem =M, então F = = 223. — \ iy 0. ans. 

1 e Men + 
:ره < م له‎ quando p > а: c) 79:4 

E 2- PNE Ca PO, ge 20, 
2276. 2277. 2. Indicação. Derivar duas vezes. f a-l umma. 

A ) > a 

2079. arcte Ё — arctg &. 2210. E (1 +e) la > 0). NS 


2282. arcctg ® . 2283. 1. 2284. L. 2285. 2.2006. E 
t$ А air 
Саналаа E LE, зи T. E Seo. ташы 


Indicação. Passar às 


RU o UU Um 
mamos 1. (р MVE de dy, não o campo que se exclue é um cima de 
CEU TEUER ANH o 
eem e t] 
Donde lim 7,= — X. 2290, Converge quando а > 1, 2291, Converge. Indicação. 


z з Н 
pe 


Rodoamos a rota y= com uma faxa estreita o supomos 8 


T р» 
EE 


Vem зө] Yi уй 
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+3 abla? + ab + 0h) 236 
2293, о. 2294 а 33. Eu asd iM a erst ed 
AN [урна 


am — 1]. 2298, as TF Sm. 2299. 2300, (5y7— Djs. 2301. 
EE arctg 272. 2302. эле. 2303. 19 (toy i9 — 1) Indicação. да. эйе бе 
г 


dei 


[metricamente pode ser interpretado como área da superficie cilíndrica que tem a 
[сга paralela ao eixo OZ, cuja base é o contorno de integração е as alturas здр 


Fgusi aos valaros da Радо aubintegral. Por isso 5 Û xd, onde C 8 о arco 04 
E 


E que une os pontos (0; 0) e (4:6). 2304. a3. 


а parábola y= 3 у 
5 


pes a (234 ¿E эв ==) 2306. VETE (YT FR 
+ Em 215 + Vai a 


2307. (44/3, 


2 laj3). 2308, экиү EFE. 2309. 
имэ] VF EP. 2310. 90 . 2311. — 2wa. 2312. а) À; b) 
3 


lo 4. 2313. Em todos оз casos, 4. 2314. — 2x. Indicação. Utilizar as equações para- 
[métricas da circunferência. 2315. $ abt. 2310, —2sen2. 2317. 0. 2318. a) 8; b) 12; 


pz adi o ime ens fec de + funes 281.0) 62 


1 
bo 2+2: 
йге qa 
) 14V2 2320. VT + gi V TFET. 2322. a) 284 ey — 28 + С: b) A c му 
| лу ya С: ©) Mer +: Ф lal x 4y] C. 2323. ъа b) 


nae. — кие cost a. 2325. (E + BKZ) з quando R> 0. 2326. a) 2; b) abe — 1: 


) SVZ; 4) 0. 2327. 1 — > ах ду. 2328. —4/3. 2329. RY2, 2330. — 1/3, 2331, 0. 


19 
|2332. а) O; b) 2нт. Indicação, No caso b) a fórmula de Green € empregada no campo 
empreendido entre o contorno С e um círculo de raio suficientemente pequeno 
centro na origem das coordenadas. 2333. Solução. Se supormos que a direção 
a tangente coincide com а direção do percurso positivo do contorno, teremos que 
y E 

(X, я) = cos(Y, t) = Y, portanto, À cos(x, n) de Ф Y ds =hay=0, E 

(X, m) (9,0 = por ИХ, n) 25 ly=0, 2334, 25, 


E H E 
р é a área limitada pelo contorno C. 2335. —4. Indicação. Não se pode empregar 
0 


ula de Green. À integral dada é imprópria, já que nos pontos de cruzamento do 
itorno de integração com a reta x + y — 0 a expressão subintegtal toma a forma 


E 
298, nab. 287, Š mat. зди Ga 200. a lio. Fer ус, onde 


a 
é um parâmetro, 2340. 75. 2341, т + r)(R +21): GRR quando ftr. Indicação, A 
equação da opiciclóido tem a forma a — (R 4-1) cos £— r cos ÊZ 


Ly oer) sen c 


RESPOSTAS EI 


mer 
5 3 R 
de contato. 2342, «(t — 0 (t — 29): Û aRt quando — Ê. Indicação. A equação 


—rsen 4, onde £ é o Angulo de giro do raio de círculo fixo, traçado no ponto 


ча hirió é bra da equação de eii correspondent» (ver o problema 2341), 
subetiuindo=s y por — r. 2343. ER. 2344. mgle, — 59. 2343. É (ut — м), onde i 
6 o cocliciene de proporcionalidade, 2346. a) Potencial U = > mgr, o trabalho 
metes ^): b) potencial U = É. o trabalho — ; e) potenciar 


TANN ANE 

с БЕСЕ 
акыл Pun 9, ама 
2349.0. 2350, 4 ам. 2381. 795 2382. 2. 2353 25/51, 2 
5 > 4 1053 — 1) 

ams. дозы — con ddeon teop AS. aiso, аз аза — m 


” 
ن‎ Lys 


CTE AA 
ОТЕ z se (eee. 

е y yapa ёа эз гш 
LZ di w 


X dw dy de. 2305. 308, 2060, 17. 2307. ues 2368, Ê, 2371, Esteras: 
cilindros. 2372, Cones, 2374. Circunferências яй + yë = e]. а = гь 2376. grad U(4) = 
= 9i — 2j — 3; | grad U(A)| = V35 — 3y TT; а 
Yio- Ж: фу) Z. 278. grad (er) — е: as superficies de nível são 
p S eu 20 ou 


o = [trad UI quando 


T 
у= mmol; 


planos perpendiculares ao vetor e. 2379. 


emn DU ы 2 
amb 5 DO о quando ir. озал É 

a OS т 

2385. div a = 270) 0). 2385. a) div F = 3: rot F = 0; b) div (re) 

sot re) = EEE, q) aig e LOL (er), тө ду) е} LL (e x e) 


2386. div e — O; rot o = 2w, onde ш = ik. 2387. Zum", onde n? é o vetor unitário 


paralelo ao eixo de rotação. 2388. div grad U = LU 4 EU, 2U 


dat © a eS 
herd UO. ази. эмен. 292.4) LR + зил, 0) Зукен t). 
Jon, ir Em cm tn e prio ere à cipe d шыш O Ao é 
халыны а Е ре 0 


no 


Gauss. азм. am, 239s, ЕЁ. аме. п — Û у d. езт," 298. Nob: 


D 
уоона: d U m sy diy p or €. Эй. si 
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Capitulo уш 
240.-L. 2403, — asoa. L, юз. 1+2, в, 20. 
En qu 2 erac I ees 
_. мә 023-25-09 SD oe (ien. ми, etti 
2416. Dies 2417. Conve. AM Diane. 2 verge. 
. Diere. 2417. Converge. 2488, Di MIO. Diverpe. 2420. Di 
2421. Divergo. 2422 Diverge. 2423. Divergo. 2424. Diverge 2425. Converse 
20%: Converge: 2427. Comvetge. Mi. Converge. 2489. Conv ge. HQ, Conners 
7 Comvene 2432, Converge. 2453. Converte. 243%: Тушко. 2095. Die 
2436. Convergo, 297, Diverpo Bia. Canveres 09, Conver Dad Convera, Dali. 
Diverse ЭИ Converge. НЫЗ. Converge. Je Converge ЖЫЗ, Cones Ө. Con 
ушке 2447. Converge. 2448, Converge.. 2449, Converge MU. DUE 
ДЇ. Converge. 2452. Diverse. 2453, Converge. 2494. Diverge 2455. Diverpe Bab: 
Converge, 2487. Divergo. 2438. Converge, 2189. Diverge, 2480, Convorgo, 21. Di 
Verge. 2462. Converge. 2403. Бете. 2164, Convergo, DS. 00. Сотуна. 2401. Ы 


ge. 2467. Divergo. 2468. Diverge. Indicação. LL > 1. 2470. Converge condicio- 


a. 
malmente. 2471, Converge condicionalmente. 2472. Converge absolutamente. 2473. 
Diverge. 2474. Converge condicionalmente. 2475. Converge absolutamente, 2476. 
Converge absolutamente. 2477. Converge absolutamente. 2478. Converge absoluta- 
mente, 2479. Diverge. 2480. Converge absolutamente. 2481. Converge condicional. 
mente, 2482. Converge absolutamente. 2484, a) Diverpe: b) converge absolutamente: 
©) diverge: d) converge condicionalmente, Indicação. Nos exemplos а) e d) examinar 


a série DO (a + asa), e nos b) ec) investir separadamente as séries ag, © 

E E 

Y sae 2485. Divergo, 2486, Converge absolutamente. 2487. Converge absolutamente. 

2488. Converte condicionalmente. 2489. Diverge. 2490. Converge absolutamente. 
Converge absolutamente. 2492. Converge absolutamente, 2403. Sim. 2494. Não: 


+(— у" > H 
auos. $) LD"; converge. 2496. JS Î ; converge. 2497. Divergo. 
Do ne 5 зар чече 2497. омы 


pr Congo. 250. converse. 2801 лш <, н< rie дуо д0. 


2502. Ra < Indicação. O resto da séri pode ser ava- 


mti Mn+ 1) 
do камаа ds tom d proto gcomdejea que excede а este resto: 
i Ty 

|а, = e [4 € ec ar 

dE al КЕ ТЕЕ ] [5 В) 

х + J 59M i Rac3-10*. 2504 —. 

innt in 1) (re + 1) LES 
A solutis. ut 


< 


er wra 7 БА 


{сыш a pu 
CETIM ES ICE SA 
alar 


Ra 


Respostas as 


: iem 
e ДЕ TE 
эме = + (S + «+2 (E) + 


sat к] 


ppp) 
AY ar 


E 


Daqui encontramos o valor de Ха dado mais acima, Fazendo я 


da série S GI 2506. 99; 999. 2507. 2; 3; 5. 2508, 5 


quando x >0; S‏ 1 = 5 ,2800 .د 


EN 

quando х= 0. 2510. Quando #>1 é absolutamente convergente, quando x < 1 

é divergente. 2511. Quando x > 1 converge absolutamente, quando 0 < x<1 

converge não absolutamente, quando + < O diverge. 2512. Quando 22-е converge 

absolutamente, quando 1 < ж<ге converge não absolutamente, quando <I di 

Verge. 2513. — oo < a < ©. 2814, — оо < я < co. 2515, Converge absolutamente 
1 


є quando x0 2 


achamos a soma 
Indicação. ag — 


c 


— 1 quando 1 <0; 5 


quando x > 0, diverge quando «0. Solução. 1) Jen|< 


série com o termo geral 


а i unda кей qu ne o 
Ио 
dE o GUS сым у nr ll 
Eust л тсз: 
E on се с апы 
жыш УЫ Г ГУШ nc 


a522. mii >4 


2533. x> l, x< — 1.2820 51 c1 lerch 
P 


3 


Jdicaşo Parets valores de x converge, anto asco Da, como ase DE 
PET 


Quando [ala 1 e quando [eje È o termo geral da série mio tende a sero 


2825. —1 <x <0, 0 <x <1. 2526. —1< 1,2827. — 2+ < 2, 2528, —1 < 7< 1. 
1 1 


2529. 5 Guam ..2530. —1 < «€ 1.258. — 1< & < 1.2532. —1 < x < L 


ү 
2533. — 0 < < 00. 2534. ж = 0. 2535. — о c eco. 2536. — 4< r< A 


2507. — < < Û. 288 2692180. cec ce 2840. x <А. 
3 


2541. —1< x < 12542. —1 < x< 1, Solução. A divergência da série quando 
|xl 1 é evidente (é interessante assinalar que a divergência da série nos extremos 
do intervalo de convergência x = + 1 pode ser comprovada, não só através do 


jos cartruto уш, senres 
о нае кёп Dimene 
(n + 01 ат 10) Mine la 

рам 1x1 «t temos im fe Ua L imi) anre i tei Din 


— 0 (a última igualdade pode ser facilmente obtida, aplicando-se a 


tim 1 
regra de L'Hespital). 2543, — 1< x< 1. Indicação. Através do critério de D'Alembert 
[до só se pode achar o intervalo de convergência, mas também investigar a conver- 
Igencia da série dada поз extremos doste intervalo. 2544. — 1< x< 1, Indicação. 
Através do critério de Cauchy não só se pode achar o intervalo de convergência, 
mas investigar também а convergência da série dada nos extremos deste inter” 
[valo, 2845. 2 ж<8. 2546. —2Gx <8 2547, —2<1x<4 2548. 14:42 
(2549. —4«:€ —2. 2580. у —3. 251. —7< & « — 3 2852, 06 & са 


3,2555. —2« «40, 2556, 2-74. 


—з<+<е 


2557. 1< 043, 2558. —3< кє —1. 2559. 1 — Lc <14 À. Indicação. Quando 
(up 
pm 1e La sério diverge, já que lim AL 
2561, 1 кєз. 2962. Leu < 5, 2963. 7444. 2564 [ri 1. 2565 |z] 1 
2566. |: — 2] 3. 2867. 12] < VĒ. 2568. z= 0. 2569. |z| < со. 2570. |z| <p 


#0. 2560. -2< x< 0. 


2576, — In(1— a) (— 14 < D. 2877. 1 + M (= 1< 2578, сш E 
1 1-а 
Isl < V. 2979. меш «(| ele). 2580. isle n. 2581. ЕЎ 
END WAREN sec Lee чи толин 
i 
мео. 258 al >. 2994. À (arets o Lin 
ارا‎ о ав ا پک‎ < Eres n 


eie n. 2595. ZÎ. indicação. Examinar a soma da série x — + — 


[TE 


2591. l2.) = 


< 132), Indicação. Ao investigar o resto, utilizo о teorema da integração da série 


RESPOSTAS a» 


= m+ sae N. 2393. 
= a 


A Гү. 2504, ха yy U 
= E = 
<<). 2898. = 1+ Û (oec). 2906, Û Ж" (moro), 
=! вант 
E Exa Га 
эз. 14 Y 1 EA o соо). 
A «i 1 <<) 
CHER TE IS 
2599, ЗУ ) s E ЭЗ" 9 م‎ cuin), 2600. Cia 
22m) (ree io in ¡De D 0-33). 
DL r Lss, 135 їз. 
200.141 z 
atas cta. NEKE 
ama =, 
+ (=2<r<a. 2602.25) SEDE p» 


E (eo < recie). 2609. 14 (a ® 


= EN E» 1 
соса) a 8 + Û н p aora), 2811 24 j 
2e 02:38 E 9 
A аита ЧЫ АЗ ДЫ, 
1 S 1 jant) 
ие > EN «к [ER 
E Bie (2662). 2613. 14 = с=с = 
(ж co). 2614. E Au (al <. 2615, m24 y) (теці 2-9 2 
(-1«*«1. 2016. a < о). 17. ж 


) 


| aus eet dtes 
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2626, Indicação. Partindo das equações paramétricas da elipse x = a cos f, y = В sen 4, 
calcular a extensio da elipse e desenvolver a ão obtida em série de potin- 
Clase 2625,43 25 36 12 IN Se + MTM Ta b mr 
5490) баа Md isa Tas 3c a 


EL — 2630. Dor ксл 


(0<xe2) 


262. DIM O < x <2). 2 Уу ++" (2 < * <0). 
£z = 

(e + 4" (L6 — La E C, 

Yer qn esas a, mue Ca E a 


|х\< о). 2636. 2+ 


Em 
= ote ж 


CEM ENN 
376-8. 2n 


eek (oan E 


ON teu ERE жө ia 


ЕЕЕ р 


Iama 
c ln ese). 2639. o 
сета E E era o Aa 
< x <o). Indicação, Fazer а substituição LZ 0 e desenvolver dac em 
+. 
ا‎ uas 
sério de potências de t 2640. Ep À 
5 etre * 
x П 
a х еј. sR < <. 
A e mine l.l 
a 1 
20 lie aus ے2‎ ia D) Qno عا‎ Ns. 
D CUu eS 


Para demonstrar que o erro não excede a 0,001 é preciso avaliar о resto da série 
através da progressão geométrica que excede а este resto, 2044. Dois termos, 


isto 4 1 D. 2645, Dois termos, ito 6, 4 A. 2646, Oito termos, isto, 


DO; 999. 2648, 192, 2649. |R|- 0,0003. 2650. 2087. 


2051. |4| < 0,69; |x] < 0,39; (s] < 022. 2652, |x] < 0,39; e| < 0,18. 2653. Û — 
2 


gp OAD. 2654. 0,7468, 2655. 0,608, 2656. 0.621, 2657. 02905. 


2650, “Be e merco: — o< y< o). 


[—ю<яа<ж: – o <y < о) 


nusposras 461 


жи. a EAT e e< <| 262, Doa 
iy 2 
Indicação, 1+ . Utilizar a progre 
ES => 1-0-9 


zat lex < l; —1«y < 1). Indicação. 


e 


а оннун 
=, йа жшк cp Eat 


(Lis re ti—1<y< 1). 
2s БЕП 


Indicação, arctg Ê = эс + + аги y (quando [s] 1, [yl 1). 2665.63 +, 
=» 


E RA ج‎ Al A E + а 
26%. J(1 + 5. 2 + A) ЛІ, 2) = DA — 218 + 3м + AR — 12м + At 2, 


E o tar. 


1 
psd ау 


am Pa, E n ЕЕС 


E 1 
Pm 283. faim are ы) = bU 
ү, за 

MEE те) Str) созһ ат. 875. 


se a não & número inteiro; senar, se a é um número inteiro. S( л) = 0. 


am o =] 


|, se a não é número inteiro; cos ax se a 


é número inteiro; S(4 л) = cos ат. 2677-= 


1 Slt n) = cos h am. 2679. = 


maira P mt) aea yo (б “==; 
AS oh -. sen ns, onde bpa 27 
ирг раси E 2 iE ES 
р = 

g اد‎ Sed у=. až. 

mcg AA сн e 
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mE = 0*2 соз ne 
a cc. 


ma senda ir 
2685. a) É É Bi уал 


2686, Ду ев, onde a — (e 


= 


+D DENS ama 


= 


DS cos as + Ы! 
D 


sermos a substituição 4 = =, — ж na primeira integral e f= 


através da suposta E 


identidade sf += (5-3) 6 fácil observar que 


an =0 (1=0,1,2.. 


:o3 m= (ut sen incas i fis) sen ane de + 


Jla) sen 2nx dg. A mesma substituição que no caso 1), tendo-se em conta 


j-E 
à 
1 coa + Dar 
мз. 1 

DPA 


Hu 


а suposta identidade “E = 


3) nos leva a igualdades 2,3—0 (=1, 2, ..) 


mesrostas 463 


гы алю DE 


д aq 
E: راکم کو کد‎ mh. 
a азан 
sen б”+ Эк» 
_ IP 
Qu d 


Capítulo TX 


2704. Sim. 2705. Não. 2706. Sim, 2707. Sim. 2708. Sim. 2709. а) Sim; b) nio. 
2710. Sim. 2714. улу? = 0. 2715. xy'—2y — 0. 2716. у—2лу' = 0. 2717. x dx + 
ауду = 0. 2718. y mn 2719. Зу at = NR La 


‚120. 24y фу? = 0. 273. y"-y-1y = 0 Ay" 


27H. y 33 ln 


E 
жу = 0. 2025. y — Dy" p y' —0. 2728. у” 0, 2727. y" O. 2728. (1+ 
Жуз у” —3yy^ 0. 2729: s — و‎ 23. 2730. у — жө. TL у = — com x. 


ату 1 (736 бе — 48, 2738. 2,393 (valor exato у — ) 2739. 4780 (valor 


exato y = 38 — 1). 2740. 0,946 (valor exato у= 1). 2741. 1,826 (valor exato y = З). 
y-0. эма. ауса, 


2742. cy = he С. тз. n à 

AS ye > 

aus y= FECE тиб. tg у = (Io eia = O. ZUT. у = Csen x. 208 21 
For 

Ur ze dto i эб ус 1. ESL atge +3) ce C. 


2782. 8e42y + 1 = 2 tls C). 2753. x + 2y + 3 Ine + dy 7] = С. 2754. Se + 
+ 10y + C= Зао: — Sy + 6]. 2755. p ou gy = 2C4 + C 


1% 


"—— — Enc 2087. Area y = Cr 


on а hipérbole у = С. Indicaçto. O segmento da tangente e iguata Y». Gr 


2058. у* ate С. 2759. y= Себ. 2760. im 2px. 2761. y ast. Indicação. 
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jr 


5 3 
Pola condição - 


ba 


ж. Derivando duas vezes em relação a я, obtemos a 


equação diferencial. 2762. — pr. 2763. у= YA 4210 EE 
2784. Feixe de retas, y — kr. 2763. Familia de elipsea somelhantes 241 4 JA = CI. 
Família de hipérbolos x — у= C. 2767. Família de circunferências x* + 


4 (= 0 ze С O 


y= «n 


2mm. w Cp 


=o (= apo pra di у= ж ж 7 | + ارا‎ = e 


8 
27%. (x + у — ЇЙ o Ce ED, 2777. Зе уф ларе фу Ц = C. 2778. In 4x + 
F Ву 3 E Ву — Ar C. 2779, so 1 2y. 2780. Paraboldide de revolução. 
Solução. Graças à sua simetria, о espelho procurato é uma superfície de revolução 
À origem das coordenadas se encontra na fonte luminosa; o eixo ОХ é а direção do 
feixe de raios. Se a tangente a qualquer ponto M(x, y) da curva da seção feita 
pelo plano XOY na superficie procurada forma com o eixo ОХ um ângulo q, enquanto 
Que O segmento que une a origem das coordenadas com este ponto M(x, y) forma 


um ángulo а com o mesmo eixo, teremos que tg a = tg 2p = e Porém, 
y”. A equação diferencial procurada 6 у— jj? =2ay" e sua 


mo £e ды ect нечке amy EET 


[TELA 


solução y = 2C¥ C*. A seção plana éuma parábola. A superfície procurada é um 
paraboldide de revolução. 2781. (¥ 3) — Cy — 0. 22. atm CQy + C). 


2783, (2y? — 1P = Cat. Indicação, Partir de que a área 6 igual a Û yds. 2784. у= 


= Cam aile 2785. y Ca dat 2788. y NTRA 


a 
deg. Tete A esto ЕИ аа ame 1 
7 
my ہے‎ SA pa po Te rm س‎ s [ES amis 
Я c 


E 2702 e рса) = 


2793. уха С. 2794. а 
СТ А PET 


тз. уңз + CE) — ж. 2097. ху = Су + at. HOR. уй + «+ ау = 0. 2709, x = 

- э 2. 203 45-1281 à + э*— Су 4 at= 0. 280. Ey уй=с. 
a ave 

ami, E pap pcc ai уе ee PC. эм. a 4902 art 


2 


2806. ә — y— Cj. 2807. E + зе? = 2. 2808. Inl x| — Ë — C. 2809. 


RESPOSTAS 465 


2010. Lim x + 3 ya — с. 2811. (хеп, у + ycosy — sen y) et = C. 2812. (91014 1— 
2 


7 3 
ооф (8 + с —зсу) = 0: a integral singular 6 at — pim O, 2819. А inte 
CAES CER E, tas M аца ыыы. AM. А integral guai d 


E--9( | hû integral singular. 2815. A integral geral 


1 sã 
4 + C = 2С»: a integral singular é at — y — 0. 2816. x m -p cot a d Уу sen к 
a fem moth p [nsa ГЕНДЕ, 
ураар ер +} +С. apu 


+0 = 


Inpa +‏ ام ج کم = 4y‏ ,2820 


v=P +2105. 
2821. lo JP Ey + arctg Ê — C. sentir, o a у> 
y 


шір — arceen p + C, 


E 
Ei iW y= p+ =P. 


c 


En m 


ECT 


2—69 — 2p 2, 
yot- 


(с 
А 
кх. тэта ges as a Ае 
carte; y=. a y= rt nio há solução singular. 2828. у = Cs + 


ANTRO: ә agio 2 y o Ce i э* dr 2890, зу = С. 2831. Uma 
circunferência e sua familia de tangentes. 2832. О astróido эе ya 9. 
dre re em tonta do RETE, Mega er rci шеш 
rusia 43: y = un) equação de Been: y e se, e tom vlde учан; 
3. 

ação de Clairaut; reduzi-la à forma y = xy’ + Vy; g) equação de Langran- 
Unc 4; h) equação de Bernoulli; y = w; i) reduzivel a uma 
com Cepardveis, u= z у: J) equação de Lagrange, derivá-ia em 
V3? equação de Bernoulli em relação a яу x = мө; m) equação em diferen- 

ciais exatas; п) linear; y = мо: 0) equação de Bernoulli; y = mo. 2834. a) sen H 


= ms] RC; Ы sm preco 2805, sr hm Cy эв y 


ЕЕ 
асле) 10008, усен стега мао singular 6 у= 
2 


ен) 2839. y = Cx + УС. amo, зу + 


a solução singular é y = 


p 


Ie Ilo naim rey Ray Sae yn 
+N 2 + 


E 


30—35 
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ол). nma e te 


mas + си — з. 2846, y == 
z+ 


ams Party + mle ly IPC 2849. 2 arcte 


e). 2844. y = Ci 9? + sen x — 1 2845. y = 
QU + nl w| + C. 2847. am C — 2al 1- sen). 


ET 


= mes. 


ES 


2a Mcr 
> 


2850. м— 


ass =c- y-a зз [Demi 


2883. y = xarcsen(Cs). 2854. у* — Cote + ie $ jor 2885. sy = CW — 1), 


2856. x= Сә pen y + cosy). 2887. py= Cip — 1. 2898. at= CP 


lp ly 5. ws. ey (y +00. 2860, FFP- =C 
a $ 
E ғр 1 TFA 
аш. ser — у = с. 2862. „йк DC aa 


y= з» + VITA 

2863. y= w^. 2864. 268 — уб — Cy. 2865. Inly +2] + 2arotg 
" 

2866. Cr 1 — 2 — о. 2887.2 y = Сет. 2868. x+ Ž = C. 299 у 


> 
mm n y Da, аю. y EE 
wee х Yarn 


ES 
*—3 


2872. (у — C) و‎ — 9 + С) = 0. 2873, y= Ca + 


+ بوق‎ syt NT С. 2875, pp dy Cy 2876. у 
2878. y = 2. 2879. y = 


3 уз, ama e + 
L 2877. у=». 
зву — Û ean x + шй. жы. y = Û are 2) 
[2382 у m et + 2 — 2. 2883. a) y — x; b) y — Cx, onde C é aibitrária; o ponto 
(0:0) é o ponto singular da equação diferencial. 2884. a) y! = x; b) 3? = 2px; (0; 0) 
|é o ponto singular, 285, a) (y — C)? + 3% = СЭ; b) não tem solução: ¢) at +33 = э; 
(о; 0) é o ponto singular. 2886. y — 27. 2887. y — (VZa + Sj. 2888. ул = 1— 
2889. + = Cef. Indicação. Passar às coordenadas polares, 2890. 33 — 2s = 0. 
(2091, г = hp. 2892, at + (y — D — м. 2893. уй + 16: — 0. 2894, A hipérbolo 
A— 88 = C on а circunferência st 4,3! C 2895. y= Û (+) Indicação. 


Partir de que a ûrea 6 igual а (par ea extensão do arco УГУЗ de 


(зв. s= E + Cy. 2897. y = асс + 


— з). 2898, Indicação. Aplicar o fato de 


» 
ser a resultante da força de gravidade e da centrifuga, normal à superfície. 
[Tomando o eixo de rotação como eixo OY e designando por ш а velocidade 
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angular de rotação ,obtemos para a seção plana axial da superfície procurada a equa- 
ção diferencial 12 шз. 2899. р = 2-9 7^. Indicação, A pressão em cada 
nível da coluna vertical de ar pode ser considerada como dependente exclusivamente 


das capas que descansam mais acima. Emprega-se a lei de Boyle-Mariotte, segundo a 
qual a densidade é proporcional à pressão. A equação diferencial procurada é dp 


— hp di, 2900. 5 — 1 Alo. Indicação. Equação ds = ho LTL as, 2901 


= (p+ Lo) эе rne chem avos, em uma м ace 


= 100 ВЕ 2905. Em 100 anos desintegra-se 4,2% da quantidade inicial Qu 


Indicação, Equação 20 = M0; 0 = 0, 8 - 2906. 173525. Indicação. 


Equação (P — 25) dh = (x) 2 Indicação. Equação dQ = —AQ dh; 


e-o]. эе. v- [EE aa г t etit proporciona- 
ош. зоо. ação mam mg — ә: o |f |) oom ine 


2910. i = — 
[3 


Fe con ul) + Lue]. indicação. Equação Ri + # = E enar zl yc 


= xin [31 + Ск + Су 2912. iet ee y 2913. y = ше +С, 


—*+с 2944. y = C + суш. 2915. у = сиби. 2916. y = бүк F r 
эп. y= а+срш++ GI Ge C, 2918. (e — C) = a 1n |sen 


quando «30; y= C quando a=0. 2919. y => (nlr)? + CL In Inl + Cy 


2920, х= Ln 
q ly+ã 


DE. Та 9 + harsen E] + cr 2923. y = (Ge + ря + Cy 2924. y = 


+Gi y=C 34. ус, 


Ca 4L. 92 у= 
+2 E 


= Асс y= É + с talo singular). 2933. y = Culo — 


€) + Csi y 
+ Cg + Cp 2927. у = sen(C, + ж) + Сә + Cy 2928. у = 1? + Эя. 1929. y — 


1 1+ 
Es O. у = ж +. 1. 2931, у = Саз, 2932.9 = O ©; у 
т КЛ 2930. у= » y >. 


a 
© + сыно чымы. экв. у = EA E + cen al + 


so» 


468 CAPÍTULO IX. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS. 


2934. ғ = С, 


y +“ 
яулау C, 2936. 252 — 498 


Tay 
юн. 2999. y= э. 2940. ym 1 


es 
an[s]ou у= + 


de 


pr 
+ 


ава, yl 2942, ora. 2943. усе. 2944. у 


e d os sas 
эв. y EE. эы y y = see x 
a id xS 3 aye x 


ама, ува 299. y= EL, мю. 


TA cm, a991. são tem 


gta aoa ye a 2l] 2. ak, у- EF FF 
А 


+ Gale + 174 Gy Solução singular у = С. 2955, rar + (Cı = CDs + Ca 


(+ 


bud singular y = 40256, у= С, at inch 2987. y= 


SAHO yu toe y= deer doo angular yo + 
2988. Cicunterências. 2959. (x— CJ? — Cy + AC] = 0. 2960. А catenária y = 


+ A circunferência (y — x" + jî — a? 2961. A parábola (+ — 


alt= sont), y = а(1— cost). 2962, FF = 
f. 
LE ыс, озум 


= жеи, + су. 2963, Parábola 2964, y = ¢ 
Par 


*#© + Cp onde H ба tensão horizontal constante, e = a. Indicação. 
1 


=acosh 


* 


A equação diferencial 6 ZY 
ач e e 

T oen a— cos lei do movimento é $ = 2 (sen а — p соза). 2966. 5 = 
F1 Lo Wa): A lei do: pP TUS ). 
на) anto equação do movimento вима 
296. Deniso de 643 э. Tinto, А eno do movimento 300 E 
2968, Não; Y sim; ¢ sim; d) sim; e) na: nio; g) não; N) аш. 296,2) у” + 
A A ЗУ чэ ЦАЙ FR + 
үө —зу=0. E y= LG sen 2 + Caen 
тийем. Empregar а мйишїшдө, у = эн. 2972. у = Сү + бу ж 2973 у= 
n"—— sti M 


2965. A equação do movimento é 
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equação homogtaca são у, = s, уу = Û. Pelo método das variações das constantes 


arbitrárias, achamos: бу = # + 4: Gu — 2 ФВ, ym A + Den 


+ Ccos x + In|sec x + tg а] + sen x lnjcos «| — x cos ж. 2976. y = Cut + Суй. 
2977. у = Си + Суз. 2978. у = C, + С, 
2980. y — e*(C, cos x + C, sen x). 2981, y = 


= (с, + Canes. 2983. y = (CFF + Ce. 2984. Se а> 0, у = c+ 


(„+ 


(с == „+ co ES mmm 


p 


293. y= Силк. 2904. а) aet + Bs + O); b) 4 cos 2s + B sen 2r; 
©) A coss + B sen 2 + Сэ! et; d) (A cos ж + В sen s); e) MARY Вк +O) + 
HADE + E); 0 MAR + Bx + С) con Zu (Dat4 Ex T) wen 2). 2995, y = 


аа 


+e]. юв. у= 


анала Танна 206, y [сы сна ns 
4s Зая. 2997. rte т 2998, y = C + Ca? + 2. 
99. = Oj + Cj + Ê we 3000. y = C, cos x C sen x + Талма. 
A A 3002. y = С + се + 


1 
(ђе sme = (o het Leon E 
(s eda +261 
e Cat don nta sen 2). 3008. y = E, cota + Сома + 


3004, у= 


+ бе» 3006, y = cos 2x + A (ив x + sen 2a) 3007. 1) x = C, eo ot + 
4 4 

C, sen ы + Ê sen м: 2) x = C, cos шї + Ca sen ot — É t сомы. 3008, y= 

* duci arc = 

- сё" + сё adt, эе. у — су + сё E EE 3010, yo (O + 

+ Guam. XUL у GG LT 3012. y = Gt Gm 


t (cone mas, 3. = C, сус е 59—38 40у 


5 
=G+ Ge + me 


# 3018. y = (Ci + Car + tet + т 3016. y= 


= (6, os 3e +G; sen эйе + i (sen 3x + 6 cos 3») + foam. y= (E, Er + 


E E SA EE 
301 у= C GPL ema چ‎ 


amara ZEL 


bro CAPÍTULO IX, EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 


019. y E -{+{ 3020. y сб + Cunt sen x — cos 


6 
21.y = Gueto + Сиг — SE (eon 2a 2 con 2a). 3022, y = C, cos 2e + Con 2r — 


j- Ž (3 son 2e + 2 cos2a) + do 3m. y = ЧС cos x + Cp sen s — 2w cos a). 
1 


boza. y = себ + Ca + 


(st seë. 3025. y = C, cos 3x + Casen Зе + 


1 1 1 1 
1 وم چ‎ ж — Less Ls er 3026. y = Cary Cpl ع‎ 
RET. = sa у= бё + сес + у 


3027, y = C, + Cg — 2 


ELE (ent — a 
(e*t) 


А E * 
he 33) е". 3030. у = C, соз ж + C,sen™w + Ž cos w + © sena Ж cos 3w 
d У + É 5 + 


— 2 э. зов. 
+ 


т 
сє eee Lame Lens 


3029, 


[E aaa rota аан opto demand Loo de cm 


bos. y = су" + Cut + aotem x + «® соз. 3032. y = C, cos ж + Cyson x+ 


[к оз. ж-та [etg 
1034. y = (C, Cs) e* 4 me In| xl. 3035. у = (СС) e+ xe In|). 3036. y= 
[= C, cos x + Сү sena + x sena + cos x ll cos x|. 3037. у = C, cosa + Casen x— 
| coss + sen x ln [senj 3098. а) y= Cot + Сус (е ез) arctg et 
b) y= cur + cy Y set. 3040. A equação do movimento é 2 (> 
n 

3g sen 301 — SO Vg sen Vt 
ag sen 01 VE tadicação 
contarmos y a partir da posição de repouso da carga, então 1 x” = 4—A(s, + 

А 

Le x — y — D. onde x, é а distância do ponto de repouso da carga até o ponto 
cial de suspensão da mola, 1 é о comprimento da mola em estado de repouso; 


Portanto М, — 0 = 4, donde, 5 PE ats у), onde A= 4, g = 981 cmo. 


RID som po Crema + Caen mene 
2 


| ar +2) a=: T= anjl q. 3041. «= 


boz. e SE xe ras 2: (0 2) ee =e: 


= [Emo +. sose. а) r= 2 ә еә); r= e et amy 
YE wi из rogue remo q 


les br M 


[К C + сы, 3046, y = с, + Сите + Си". 3047. y = С, 


+ c, sen 27) 304. у = C, + Сук + Сә" ce VE, зе. у= С, + 


le Car + Cpa. 3080. y= F(C, cos x + Cp sen 2) + a7 (C, cos x + Casen à). 


Го. 
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3051. у= (С, + Car) cos 2x + (С, + Car) sen 29. 3052. у = C, + Си + 


EA DEN 


зозз. у = (С, + Ca) + (C + Gu ef. 


3054. у = Cy"? + Cat + Су соз ак + Сү sen аж. 3055. у = (С, + Сул) Pa 


+ (с, + суй e TEE, 3096. y = С, + Cae Су cos ax + Casonas, 2057, у m Ce + 
TELLE Leg CE йш y m Crt eaa E + (Os Gur ма»: 3099. = 


A +}. 


3061, у = с, + Сук зе т at a + (Ca + Сия) еб. 3062. у= 


20 


A E c 
Н 2 
BiU А ЗЕЕ 

+ Cat + tios © ü » 2 
+ er 2). 3065. у = Cut + C cos x + C sen + 
Е Comm eitis testen 
qur Eit d 


— isens + rsen 3067, yt e P [ee ураа я) + = 


270. 3069. y = Cya? + ©. 3070. y = C, cos(21n a) + 


n 


3068. y = (с, + C In а) 
+ сузеа@!в a) ж>0. 3071. у — Сук + Ct + Cpe. 3071. у = Су + Ся + 
4 2) — 43. 3073. у =C 94. 3074. у = C, софа 4) + Ca senna), x> 0. 


зов. у = су topt + ж. зе. y= (e + IMG E су (к + M+ (e + M 
ж>—1. 3077. y= йа х + lata), 70. 3078. y= C, cosx b Cena, = 
= Cy cos x — C sens 3079. y= e em к + бума к= т =) UG — 
— 20) com» — (C +, 20) sena]. 3080. y = (с — Cs Cee, 2 (Cor Сре. 


Dat am cd [дема] 
(SS ыз калга и, 
7 B 3 т 


a5 ona. 1E ЫЗ). 
EE Ta (UE Wr КНН ДЕ 
3082, «= Се e Cp, y m Си + CR, «= C+ 


3083, у= су + Gt EEN к= pte (0 


3084. у = C, + Сук + 2308, а = — 2С, — Ciên + D) — 30m 
эз. y = (64 26, зое = u 2 (Ca ae j 3 Gi 8; 
= 4, y MU Lat) S 2r + 4400), у= س‎ 91 203.45. 
Se 4 uM SA a VET Tae cm riae. 
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ж SoM, rato, 
[TEE 


b) Ins Fang + Cy 


3087. y = 


some Зу EI کے ب‎ 
P ут 


= Indicação, Integrando a equação 


LE" 

homogénea Y A پم‎ 

2 cg pay: tamen a primeira integral la Y T jio arctg 2 + с, 

o 2 
m р IE ey 

TIS AT Gig alg. Donde aam шщ. + 3%) + ln C] e, 

Cai €) «+ y ro 0, 22 + уй e) o б. Indicação. Utilizando 


хак ydy _ sde _ de ydy га 
AAA BEEE, der dy pedem 0e 
UM Съ Isto é, as Curvas integrais são as circunferências 
Cy аі уз +z = Cy. Das condi iciais x = 1, у= E 
саита condições iniciais x = 1, у= 1, z= — 2, teremos 
309. у — Cut + © — # (ушш — 2100), 
rie 
cm todos Se S Gite ema y. 


эмо. у = CAVE ca NE с, cos a C son £ + ež n 
LPS 


= - E с, 1 
E Sacos — еп» Lars 
+ ui 


4 


met 


aet у= gm ч 


а, 
= — hesi m Ê = — hoy — mg, quando as condições iniciais 


к). po E ee, sena mala é a). 


cosa, Py, ny sen « quando 1 = O. Integrando, obtemos: 
i k 
Ys 
As equações, diferenciais do 


+ huy + mg = (eo sena + mg) е 


3092. a= a cos 


E 
+ 


m Tte dir; т 27 – му 
Ex My. 3093. y 


22 э. 


cdd itn IW 
sm po fas Mon redimi dele 
4 2 4 s: 2+1 t Pat 

A 
7-9 Ed 7-11-27 a 


+ «x; а série é convergente quando — 1< ¥< 1. 


9 a 1 
ومول وھ کې‎ 3006. y= 1 و‎ 
qt tt $9 y 


D 
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3098, у= я ; a sério converge quando 
a ant it eua (312.4 
а < x < do. Indicação. Emprega-e o método dos coeficientes indeterminados; 
1 1 7 
399. ym 1— at a a? posi а strie é convergente quando 
А Er lif 61 91 T 


2. Indicação. Emprega-de o método dos coeficien- 
E E 
tes indeterminados, 3101, у=1— 27. uice i 
S mm mono 
ção. Empregase o método dos cosfciea- 
TAIN PED 

tes indeterminados. 10. 4 = (i e er 
EER 1%! 


y E‏ .3100 .+ > و > م 


a sério é 


convergente quando [+] < + co. Indica 


3103. = A cos son Î . Indicação, Usar as condiçõs: ul. A) = 0 ч f) = 0, 


С „шш 


a £2 Gk + TF 1 


Indicação. Usar as condições: u(0, £) = O, 4, t) = 0, u(x, 0) = 0. 


son "E cos ES sen Ê. Indicação. Usar as condições: 
"MEET 1 
E 


1 


5 1 
ni mie 
( 1) iN 


D 
para 0< «< + 
z 


en + Пат qu, (Фи + Df onde os coeficientes An = 
E] a 


Ms 


. Indicação. Usar as condições; 


Ат гу 


dut, 0) 
а 


24.0 o цао, -0 


1 — cos mm) sen SEE é TF. Indicação. Usar as condições: 


100 
(x, 0) = 0,014{100 — x). 


3107. u 


1/0, = 0, «(100, t 


Capitulo X 


3108, а) 1^; <0,0023%; b) < Imm; <0,26% ; e) < 1g; <0,0016%, 3109. a) <0,05; 
Zooe: b) € 0,005: < 145%; c) < 0005; < 016%. 3110. a) 2 cifras; 
48-109 ou 40. 109, já que o número está compreendido entre 47 877 e 48 845; 
D) 2 cifras; 15; c) 1 cifra, 6 10%, Praticamente, o resultado deve ser escrito na for 
ma (39 1 0.1) 10%. 3111. a) 29,5; b) 1,6» 10; c) 432. 3112. a) 842; b) 18,5 ou 
18. 47 1 0,01, c) o resultado da substração não tem cifras exatas, já que a diferença 
diganl a um centésimo e o valor possível do erro absoluto é também un centésimo. 
Жїз. L8 ч. 03 emî. Indicação, Utilizar a fórmnla do acréscimo da área do quadrado. 


3135 
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114,2) 300 02:0) 437 + бл e) 0,3 +. 01, 3119.19 +. Û Lm, 3116, a] 1.2932 
É 00002; b 0,120 + 0.0067 e) o quociente pode oscilar бїтє 48 € 02. Portato, aa 
[add cue cio E ie а: RUPEE. 
бй. Айтта eitra pode Реде еке ида алде SS OOO, DST 
$) 2. 3119. (205 4 0.01) - 10% ста, 3120, a) 1,648; b) 4,025 4 0,001; c) 9,006 + 
D. Sons. Sidi: OF lorena O erm amonto e 6,3 ami. O Eo relativo DOS 
iO ets € qual a DS Û ею seta m DAL DON m торат LAS 
BI. 27 2 0.1 316027 ampie SIS Ө Comprimento do cimi deso ez nido 
am precio deni ОЛЕШ, а Башы 09 Vea oa ticos: ida lt ndo 
еле еке ы ptus SUA OL А deme e RE a 

тиг ratio de 200, O namero у devo se lomo Cot VAS us (dendo o 
incipio das ntc ош SEE, À grendera | dert ez Mela com АН 
CUR PP o ишы de e. po ai der tn udi 


Md CE БЛ ШЕР FEY BSE TET ШЫЙ: 
1 7 -2 | e m E 
2| i EA PUES П E 
aja E: o ES 
+ э] э 
Eos 4 
e| s 1 
EN 
E DAA AA AR 
1 E! ав 
3 E эв 
E 125 
7 m6 
5 
m 
130. 
E Ls | aw 
9. —24 24 
1 o 24 
2 24 El 
3 48 El 
4 72 ЕЛ 
El 96 El 
6 120 24 
3 144 
s 
3 
10 
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Tadicação. Calcular os primeiros cinco valores de y e, uma vez obtido Азу, = 24, re- 
Pit eite mümero 24 por toda a coluna das quatro diferenças. А seguir, preencher o 
cite da tabela mediante operações de soma (avançando da d reita para à esquerda) 
зї, а} 0211; 0,389; 0,490; 0.000; b) 0,229; 0,399; 0,491; 0,064. 3132. 0,1822; 0,1993; 


02165; 0234; 02303, 3135. 1 + = + э* at 3I у и 11 а e 
wu a 
کے‎ укы ун quando زو کم‎ y= 20 quando уэ: 
1 
caeli. ж para — 20 farr у= 11. 3135. O polinômio de interpolação é 
Eo уша quando а 0. 336. 138 ИШ (aproximadamente). 


3 а) йэ) = — 190) = i; 032 — É y) = —% эзе — 1.325. 


3139, 101. 3440. — 1,86; — 0,25; 2,11, 3141. 209. 3142. 245; 0,019. 3143. 031: 
Par 2,05. 3145. 0,02 3146. 024. 3147. 1,27. 3148 — 188; 0,35; 135. 
3149. 1.94. 3150. 1.51; — 0,67. 3151, 7,13. 3152. 0,165. 3153. £ 173 є 0. 3154. 172. 
'у = 0,96: x — 0,83; у= —0,36. 1187. ж 167; y = L2: 
3160. Pela fórmula dos trapézios; 11, 625; pela formula 
3995; — 1: 0,005; 0,3%; A = 0,003. 3162. 0,3008, 
710-2, 3163. 0,60. 3064. 0,79. 3165. 0. 0/28. 3167. 0,10. 3168. 161 
i69. 1,85. 3170. 0.09. 3171. 0,67. 3172. 0,75. 3173. 0,79. 3174. 4,03. 3175. 129, Indi- 
agio. Utilizar аз equações paramétricas da elipse x = cos f, y = 0,6222 sen f o trans- 


Indicação. Ao 


:d 


formar а fórmula do comprimento do arco na forma | VI etis di, onde é é a 
D 


» А » 
excentricidade da elipse, 3176. уц) = E. AE ato) et 
nto) T ure EET 


s اھ‎ ж E ES 
EA EN am у) = ایو اج ی کے‎ ba 
5з ЕМЕН етте ие ай 
ак 2, 0 کے س‎ 23-2, 

d in 6 ss‏ د 


азе 3178. эд) = x эн). = *— 7, y 


5 Ev 
эле. 3. ур = 080. 318. Ш = 3727 дї = 272 


E 315. 3184, 0,14. 3185. y(0,9) — 315; (0,5) = — 3415. 
3168. 910,9) = 0,53; 200) = — 0,18. 3187. 1,16. 3188. 087. 3189. xir = 3,58, 


Т 6,342 cos 2¥ + 0,620 sen 2x + 0,271 cos 3w + 0,100 sen 32. 3193. a) 0,608 sen x + 
ТЕ 0076 sen 2x + 0,022 sen 3x; b) 0,338 + 0,414 cos y + 0,111 cos 2 + 0,056 cos За. 


EE 


Artunices ят 
їп, Valores inversos, potências, raízes ¢ logaritmos 
р р 
1.0 | 1.000 
1.1 | 0,909 
12| 0833 
13) 0,769 
14) 0714 
13| 0.667 
16 0.623 
APÉNDICES 12 0.588 
15| 0.356 
т. Alfabeto grego 19] 0.326 
Aa alta My eta мош т 20] 0.50 260 
: - bod 21] 0476 En 
вр beta єз teta ZE ai Yo ipsilon 22| баз 301 
23| 0435 E 
Ty gem поюз Oo бэш Фр fi 24| 0417] Ыы 
Ав delta Le capa Me pi хх qui 23| 0400 1357 
261.2, 11375 
Ee epson AR lambda Рр ro Fy op E i» 
se mi 5 1409 
2E seta Mu Zo sigma Qu omega E io 
TL. Algumas constantes 30 m 
= En p 
32 тея 
[=] ES E va 
за É 
1 35 
E 3,14139 | 049715 + 0,3678 | 136571 Er] 
: 37 
a | ozsm8 | 079818 a 73995 | 0,86859 38 
H 3» 
2 157080 | 0,19612 165 | олу m 
2 | он | usos ү ixxi | оле 2 
1 +4 
i osis | nsozss | ar-dee | oas | 163778 P 
ы 45 
= osooso | os»no [-1—щю| 250258 | 0.36222 17 
a as 
ve tomas | 0,24837 Ima. | sas -< 
а 146459 0,16572 are 19 001745 | 2,24188 se 
. 271828 | 0,43129 A 981 0,99167 32 
34 


los 
Avbxbices 
areumicas 
Ж a 
mtina: 
у ze IV. Funções trigonométricas 
rn n 
En hr „ а mr | we | ces | cms 
зе p f e 
ES pm 1 » 
1 7539 y 2 
EN E] 
76и 5 E. 
sol 79 4 E 
2 ze F 36 
© 7853 3 E 
$3 7924 2 м 
o 7993 $ E 
65 8062 10 E. 
ss вш n E) 
sa И 2 79 
ба ов 5 E 
н 3325 n 7 
70 8388 Ы | 28 
i 5 
E um 17 E 
5 ES 
13 ub E 
74 3 19 a 
а 5633 20 7 
15 8692 Bi 7 
75 El 
бо sm E Ei 
77 А 5 E 
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V. Funções exponenciais, hiperbólicas e trigonométricas 
А - e | ane | шз» | чь, tas СЯ 
10900 | 10000 | 0.0000 | 10000 | ooo | соодо | 10000 | 
11052 | 0.9048 | 0,1002 | 10050 | 0,0997 | 0.0998 | 09050 
12214 | 0,8187 | 02013 | 10201 | 0.1972 | 0.1987 | оов 
1.3499 | 0408 | 0,3045 | 10053 | 02913 | 02955 | 09553 
14908 | 0,6705 | osios | 10811 | 0,99 | 0,3894 | 09211 
16487 0,5211 | 1,1276 | 04621 | 0,094 | 03776 
os | 1821 0.6367 | 1,1855 | 0,5370 | 0,2646 | 08253 
ол | 2.0138 | 0,4966 | 07586 | 12552 | 0,6044 | 00442 | 07658 
ов | 22255 | 0493 | оввві | 13374 | ово | 0174 | 05967 
09 | 24596 | 0,8006 | 10265 | 14331 | 07163 | 07853 | 06216 
Lo | 2,7183 | 0,3679 | 11752 | 1561 | 07616 | 08415 | 0543 
та | 3,0042 | 0.3329 | 1,3356 | 16685 | 08005 | 05912 | ояз 
12 | 33201 | 0,3012 | 1,5095 | 18107 | 0,8337 | 0,9220 | 03624 
1з | 36693 | 02723 | 16084 | 19709 | 08617 | 09535 | 02675 
14 | 40552 | 0,2466 | 10043 | 2,1509 | овв | 09854 | 0.1700 
15 | 44817 | 02231 | 21205 | 2,524 | 0,8051 | 0,9975 | орот 
1в | 49530 | 02019 | 2,3736 | 2,5775 | 0,9217 | 0,9996 | —0292 
17 | 54739 | 0,1827 | 26456 | 2,8283 | 09354 | 09917 | —0.1288 
18 | 6.046 | 0,1553 | 29422 | 3,1075 | 0,9468 | 0,9738 | —02272 
19 | 6,6839 | 0,1496 | 12682 | 34177 | 09362 | 0463 | —0,3233 
20 | 7381 | 0,1351 | 36269 | 3,7622 | 09640 | 0,9003 | —0,1161 
21 | 81662 | 0,1223 | 4.0210 | 4,1443 | 0,9704 | 0.8632 | —0.5048 
22 | 9.0250 | 0,1108 | 44571 | 4.5670 | 0.9757 | 08055 | —0.5883 
2.3 | 99742 | 0,1003 | 4.0370 | 50372 | 0.9801 | 0,7437 | —0,5663 
24 | 110232 | 0,0907 | 34662 | 55560 | 09837 | 06735 | -0,7374 
2,5 | 12,1825 | 0.0821 | 6.0502 | 6,1312 | 0,9866 | 0.5985 | _олоп 
2,6 | 134637 | 00743 | 6,6047 | 6,7690 | 0,9890 | 0,5155 | —0.8569 
2,7 | 14.8797 | 0.06 7,4063 0,9910 | 04274 | —0,9041 
28 | 16.4446 | 0.0608 | 5,1919 0.9926 | 0,3350 | —0.9422 
2,9 | 18,1741 | 0.0350 | 9.0396 0,9940 | . 0,2392 | —0,9710 
3.0 | 20.0855 | 0,0498 | 10,0179 0,950 | 0,1411 | —0,9900 
3,1 | 22,1979 | 0,0450 | 11.0764 0,959 | 0,0416 | —o,9901 
32 | 24,5325 | 0,0408 | 122459 0,9967 | —0,0584 | —0,9983 
33 | 27.1126 | 0,0369 | 13,5379 0,9973 | —01577 | —0,9875 
34 | 29,9641 | 0,0334 | 14,9554 0.9978 | —0,2553 | —0,9668 
3.5 | 33,1154 | 0,0302 | 16,5426 9982 | —0,3508 | —0,9363 
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7, Parábola eúbica 
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y= sen x e y= cos se 


10. Tangentóide e co-tangentóide 
у= tur е potes 
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12. Gráficos das funções trigonométricas inversas 
у= Aresen ж е y = Arccos ¥. 
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13, Gráficos das funções trigonométricas inversas 
у= Area e y — Arete t 
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14. Gráficos das funções exponenóiais 
у= о у=" 
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15. Curva logaritmica 
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20. Mipérbole. 
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27. Hipociclóide (astróide) 
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30. Espiral de Arquimedes 


pir > 0) 


32. Espiral logaritmica 


r= a |sen 2 | 


33. Rosa de três pétalas 


r= a sen Spir > 0) 


34 Rosa de quatro pétalas 


